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1. Aufgabe (4 Punkte):

Sei σ = {Ṙ
3
, ḟ1

1
, ḟ2

2
, ċ1, ċ2} und ϕ1 und ϕ2 Formeln aus Lσ wie folgt definiert:

(i) ϕ1 := ∀v1(∃v0(Ṙ(v0, v1, ċ1) ∨ Ṙ(v0, v2, ċ2)) → ḟ1(ċ2)
.
= ḟ2(v1, v0)).

(ii) ϕ2 := ∀v0∃v2¬Ṙ(ċ2, v0, v2) ∧ ∃v1∀v2ḟ2(v2, ċ1)
.
= ḟ1(v1).

Sei S :=
(

ḟ1(ċ1)
v0

,
ḟ2(v0,ċ2)

v2

)

. Geben Sie ϕ1S und ϕ2S an!

2. Aufgabe (4 Punkte):

Geben Sie Formeln ψ1 und ψ2 in pränexer Normalform an, die zu den Formeln ϕ1 und ϕ2 äquivalent sind, wobei
ϕ1, ϕ2 ∈ Lσ mit σ = {Ṙ1

3
, Ṙ2

2
, Ṙ3

2
, ḟ1

1
, ḟ2

2
} wie folgt definiert sind:

(a) ϕ1 := ∃x(∀yṘ1(x, y, z) → ∃yḟ1(x)
.
= ḟ2(y, z)).

(b) ϕ2 := ∀x(∀y(Ṙ2(y, z) ∨ ¬Ṙ3(x, y)) → ¬∀z Ṙ1(x, y, z)).

3. Aufgabe (6 Punkte):

Sei σ = {ḟ
1
, ġ
1
}.

(a) Definieren Sie drei Sätze ϕ, ψ, θ, so daß in jeder σ-Struktur M := (M, ḟM, ġM) gilt:

(i) M |= ϕ genau dann, wenn ḟM=̇ġM und ḟM eine konstante Abbildung ist.

(ii) M |= ψ genau dann, wenn bild(ḟM) ⊆ bild(ġM)

(iii) M |= θ genau dann, wenn |bild(ḟM) ∩ bild(ġM)| = 1

(b) Seien

ϕ1 := ∀xḟ(x)
.
= ġ(x), ϕ2 := ∀x∀yḟ(x)

.
= ġ(y), ϕ3 := ∀x∃yḟ(x)

.
= ġ(y),

ϕ4 := ∃x∀yḟ(x)
.
= ġ(y), ϕ5 := ∃x∃yḟ(x)

.
= ġ(y).

Geben Sie Modelle für folgende Formeln an: ϕ1 ∧ ¬ϕ2, ϕ2, ¬ϕ1 ∧ ϕ3, ¬ϕ1 ∧ ϕ4, ¬ϕ3 ∧ ¬ϕ4 ∧ ϕ5, ¬ϕ5.

4. Aufgabe (6 Punkte):

Für eine σ-Struktur A sei
Lσ(A) := {ϕ(A) | n ≥ 1, ϕ(x1, ..., xn) ∈ Lσ}.

Lσ(A) ist also eine Menge von Relationen über A. Zeigen Sie:
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(a) Für alle n-stelligen Relationen R1, R2 ∈ Lσ(A) ist auch die Relation R1 ∪R2 in Lσ(A).

(b) Für alle n-stelligen Relationen R1 ∈ Lσ(A) und alle m-stelligen Relationen R2 ∈ Lσ(A) ist auch die
Relation R1 ×R2 in Lσ(A).

(c) Für alle n-stelligen Relationen R ∈ Lσ(A) ist auch die Relation An \R in Lσ(A).

(d) Für alle n ≥ 2, 1 ≤ k ≤ n und n-stelligen Relationen R ∈ Lσ(A) ist auch die (n− 1)-stellige Relation

πk(R) = {(a1, ..., ak−1, ak+1, ..., an) | ex.ak ∈ A, (a1, ..., an) ∈ R}

in Lσ(A).

(e) Für alle n-stelligen Relationen R ∈ Lσ(A) und jede bijektive Abbildung S : {1, ..., n} −→ {1, ..., n} ist
auch die Relation

%S(R) = {(aS(1), ..., aS(n)) | (a1, ..., an) ∈ R}

in Lσ(A).

(f) Für alle n-stelligen Relationen R ∈ Lσ(A) und alle i, j mit 1 ≤ i, j ≤ n ist auch die Relation

σi=j(R) = {(a1, ..., an) ∈ R | ai = aj}

in Lσ(A).
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