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1. Aufgabe (5 Punkte):

Die σAR-Struktur A sei definiert durch:

• A := {0, . . . , 7},

• für alle a, b, c ∈ A: a ×̇
A
b =̇ c :⇔ a · b ≡ c mod 8,

• für alle a, b, c ∈ A: a +̇
A
b =̇ c :⇔ a+ b ≡ c mod 8,

• 0̇A := 0,

• 1̇A := 1.

Geben Sie ϕi(A) für i = 1, 2, 3 an, wobei

(a) ϕ1(x) := ∃y x ×̇ y =̇ 0̇,

(b) ϕ2(x, y) := ∃z x +̇ z =̇ y,

(c) ϕ3(x, y) := ∃z (x +̇ y =̇ z ∧ ∀y y +̇ z =̇ y).

2. Aufgabe (5 Punkte):

In jedem der folgenden 5 Fälle sind jeweils eine Symbolmenge σi und zwei σi-Strukturen Ai und Bi definiert,
i = 1, . . . , 5. Geben Sie in jedem Fall einen Satz ϕi ∈ Lσi

an, so daß ϕi in Ai erfüllt ist und ϕi in Bi nicht
erfüllt ist:

(1) σ1 := {Ṙ
2
} A1 :=

(

N,≤
)

B1 :=
(

Z,≤
)

(2) σ2 := {Ṙ
2
} A2 :=

(

Q,≤
)

B2 :=
(

Z,≤
)

(3) σ3 := {ḟ
2

} A3 :=
(

N,×) B3 :=
(

℘(N),∩
)

(4) σ4 := {ḟ
2

, ċ} A4 :=
(

N,×, 1
)

B4 :=
(

Z,×, 1
)

(5) σ5 := {ḟ1
2

, ḟ2
2

, ċ, ḋ} A5 :=
(

R,+,×, 0, 1
)

B5 :=
(

Q,+,×, 0, 1
)

.

Dabei bedeuten + bzw. × die übliche Addition bzw. Multiplikation.
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3. Aufgabe (4 Punkte):

Beweisen Sie, daß folgende Regeln in σ−BS ableitbar sind:

(a) Für alle ϕ ∈ Lσ, x, y ∈ V ar
∀x∀yϕ

∀y∀xϕ
.

(b) Für alle ϕ, ψ ∈ Lσ, x ∈ V ar
ϕ→ ψ

∀xϕ→ ∀xψ
.

4. Aufgabe (6 Punkte):

Sei σ = {Ṙ1, ..., Ṙm}, wobei Ṙ1, ..., Ṙm Relationssymbole sind. Sei A eine σ-Struktur. Wir definieren eine
Menge M(A) von Relationen über A rekursiv wie folgt:

Basisregeln:

(B1) A ∈M(A)

(B2) ṘA
i ∈M(A) für 1 ≤ i ≤ m.

Rekursive Regeln:

(R1) Für alle n ≥ 1 und n-stelligen Relationen R,R′ ∈M(A) ist auch R ∪R′ ∈M(A).

(R2) Für alle n ≥ 1, m ≥ 1 und n-stelligen Relationen R ∈ M(A) und m-stelligen Relationen R′ ∈ M(A) ist
auch die Relation R×R′ in M(A).

(R3) Für alle n ≥ 1 und n-stelligen Relationen R ∈M(A) ist auch die Relation An \R in M(A).

(R4) Für alle n ≥ 2, 1 ≤ k ≤ n und n-stelligen Relationen R ∈ M(A) ist auch die (n − 1)-stellige Relation
πk(R) (def. wie in der Aufgabe 4.(d), Übungsblatt 11) in M(A).

(R5) Für alle n ≥ 1 und n-stelligen Relationen R ∈ M(A) und jede bijektive Abbildung S : {1, ..., n} −→
{1, ..., n} ist auch die Relation %S(R) (def. wie in der Aufgabe 4.(e), Übungsblatt 11) in M(A).

(R6) Für alle n ≥ 1 und n-stelligen Relationen R ∈ M(A) und alle i, j mit 1 ≤ i, j ≤ n ist auch die Relation
σi=j(R) (def. wie in der Aufgabe 4.(f), Übungsblatt 11) in M(A).

Zeigen Sie, daß M(A) = Lσ(A), wobei Lσ(A) wie in Aufgabe 4., Übungsblatt 11 definiert ist.
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