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1. Aufgabe (4 Punkte):

Zeigen Sie, daß für alle n ∈ N, n ≥ 1 gilt:

(a)
n∑

k=1

k3 =
n2(n + 1)2

4
.

(b)
n∑

k=0

ak =
1 − an+1

1 − a
, für a 6= 1, a ∈ R

2. Aufgabe (5 Punkte):

Sei A = {a, b}. Die Menge A∗ kann wie folgt rekursiv definiert werden:

Basisregel: ε ∈ A∗

Rekursive Regeln: Wenn w ∈ A∗, dann wa ∈ A∗ und wb ∈ A∗.

Seien nun die Funktionen f, g : A∗ → Z wie folgt rekursiv definiert:

f(ε) := 3 g(ε) := 3
f(wa) := 5 − f(w) g(wa) := 7 · g(w) + 5
f(wb) := (−1) · f(w) g(wb) := 7 · g(w)

Beweisen Sie, daß für jedes w ∈ A∗ gilt: Die Zahl 8 teilt f(w) − g(w).

3. Aufgabe (5 Punkte):

Sei A = {0, 1} und sei L ⊆ A∗ wie folgt definiert:

Basisregeln: 0, 1 ∈ L.
Rekursive Regeln: (R1) Wenn w ∈ L, so auch 0w1 ∈ L.

(R2) Für alle a, b ∈ A gilt, daß wenn wab ∈ L, so auch w ∈ L.

(a) Geben Sie vier verschiedene Wörter der Länge 5 in L an.

(b) Zeigen Sie, daß das Wort 0001111 ∈ L ist.

(c) Zeigen Sie, daß für jedes n ∈ N mit n ≥ 1 gilt: 0n1n /∈ L.



4. Aufgabe (6 Punkte):

Seien M1, ..., Mn Mengen. Sei weiterhin die Menge N wie folgt rekursiv definiert:

Basisregeln: ∅ ∈ N und
Mi ∈ N für 1 ≤ i ≤ n.

Rekursive Regeln: Wenn M, M ′ ∈ N , so auch (M ∪ M ′) ∈ N .

(a) Geben Sie je ein Beispiel für Mengen M1, ..., Mn an, so daß

(i) | N |= 1

(ii) | N |= 2n

(b) Zeigen Sie, daß | N |≤ 2n.


