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7. Serie

Abgabe bis 9:25 Uhr am 12. Dezember

Aufgabe 1 [4 Punkte]
Zeigen Sie, dass die folgenden Funktionen LOOP-berechenbar sind, indem Sie entspre-
chende LOOP-Programme angeben:

(a) MOD: N? — N, wobei MOD(z,y) =z mod y .

(b) DIV: N? — N, wobei

2| falls y £0,
DIV(z,y) = LyJ 7
0 sonst.

(c¢) Fiir z = 0 sei (0)3 die terndr-Darstellung von z und fiir x € N, > 0 sei (xg, ..., zo)3
mit x; € {0,1,2} die eindeutige ternér-Darstellung von z > 0, d.h. = = E?:o 7,3
und x; > 0.

Betrachten Sie die Funktion REV3: N — N, wobei REV3(z) = y genau dann, wenn
gilt:

ist (xg,...,x0)3 die terndr-Darstellung von x, dann ist (xo,...,zx)s die
ternér-Darstellung von y ist.

In anderen Worten REV3 interpretiert die Eingabe in ternér-Darstellung und be-
rechnet die Zahl mit umgekehrter ternéir-Darstellung.

Aufgabe 2 [4 Punkte]

Untersuchen Sie die folgenden p-rekursiven Funktionen. Falls die angegebene Funktion
auch primitiv rekursiv ist, dann beweisen Sie dieses. Falls die angegebene Funktion nicht
primitiv rekursiv ist, dann begriinden Sie warum nicht und zeigen Sie, dass die Funktion
p-rekursiv ist.

(a) s5g: N — N, wobei

sz(x) 0, falls x>0,

xr) =

& 1, falls 2 = 0.

(b) Fiir k > 1 sei maxy: N¥ — N, wobei maxy(z1,...,2;) = max{zy,..., 23}

(c) 6: N?> = N, wobei

5z, ) 0, falls x # vy,
T,Yy) =
Y 1, fallsz =y.

(d) Squ . N > N, W()b(il
a 5 faHS X N,

undef., sonst.



Aufgabe 3 [4 Punkte]

Untersuchen Sie die zweistellige Funktion f(x,y) = (x“g“) + x. Zeigen Sie:

(a) f ist eine bijektive Abbildung zwischen N? und N.
(b) f ist primitiv rekursiv.

(c) es gibt primitiv rekursive Funktionen dy und d;: N — N, so dass fiir alle z,y,n € N
gilt:
do(f(z,y)) =z, di(f(z,y)) =y und f(do(n),di(n)) =n.

Hinweis: Versuchen Sie, einfache LOOP-Programme fiir die Berechnung von d
und d; zu finden.

Aufgabe 4 [4 Punkte]
In der Literatur erscheinen verschiedene (aber im Wesentlichen dquivalente) Definitionen
der Ackermannfunktion. Im folgenden betrachten wir einen weiteren solchen Ansatz. Fiir
alle i € NT = {1,2,3,...} sei die Funktion f;: Nt — NT wie folgt definiert:
filz) =2z fiir alle z € N*,
fir1(x) = fi(z)(l) fiir alle x € N,

wobei fi(x) die z-mal iterierte Funktion f; ist, d.h. fi(x)(l) = fi(fi(... fi(fi(1))..0)).
z-mal

(a) Um welche Funktionen handelt es sich bei fo und f37
(b) Berechnen Sie f;(1) fiir alle i € N* und beschreiben Sie f4(z) fiir z = 2,3, 4.

(c) Zeigen Sie, dass fiir jedes feste i € NT die Funktion f; primitiv rekursiv. Hierbei
soll gelten: f: NT — NT ist primitiv rekursiv, falls die Funktion f*: N — N mit
f*(x) = f(x + 1) primitiv rekursiv ist.

Bemerkung: Die Funktionen f;(y) wachsen vergleichbar stark wie a(i + 1,y) und &hnlich
wie in der Vorlesung bewiesen fiir a(n,n), kann man zeigen, dass g: NT — N* definiert
durch g(n) = fn(n) nicht primitiv rekursiv ist.



