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6. Serie

Abgabe bis 13:00 Uhr am 13. Juli

Aufgabe 1 [2 Punkte]

Beweisen Sie, dass im Gale-Shapley-Algorithmus héchstens ein Mann mit der Frau ver-
heiratet wird, die er am wenigsten mag.

Aufgabe 2 [2 Punkte]

Gibt es eine Wahl fiir die Parameter a, b und xo € N, so dass xi;1 = (ax; + b) mod 2
eine , gute” Zufallsfolge von 0-1-Zahlen erzeugt? Begriinden Sie Thre Antwort.

Aufgabe 3 [4 Punkte]
Sei m € Nund f: {0,...,m—1} — {0,..., m — 1} eine beliebige Funktion. Fir gege-
benes xp € {0,..., m — 1} betrachten wir die Folge (xn)nen definiert durch xi11 = f(x4).

(Zufallsgeneratoren basierend auf der linearen Kongruenzmethode erzeugen z.B. solche
Folgen.)

(1) Beweisen Sie, dass jede so generierte Folge periodisch ist, d.h. es existieren p und
A € N, so dass xg,...,Xy,...,Xu4A—1 paarweise verschieden sind, aber x,ia = xn
fiir alle n > yu. Was konnen Sie iiber die grofitmogliche Periodenldnge A sagen?

(1) Beweisen Sie, dass ein n > 0 existiert, so dass x, = x,, und dass das kleinste solche
n in der Menge {u,..., t+ A} enthalten ist.

(v12) Entwickeln Sie einen Algorithmus, der fiir gegebenes xo und f die Werte von p und
Ain O(p + A) unter der Annahme, dass f sich in ©(1) auswerten ldsst, berechnet.
Beweisen Sie die Korrektheit und analysieren Sie die Laufzeit Ihres Algorithmus’.

(tv) Was konnen Sie iiber die Periodenldnge aussagen, wenn man an Stelle von einwerti-
gen Funktionen f allgemeiner k-wertige Funktionen f mit k € N verwendet. Genauer
sei f: {0,...,m—1%—={0,...,m—1} fiir ein k € N und

Xivk = f(xi, .oy Xigk—1)
wobei xg, ...,Xk_1 beliebig gewahlt werden.
Aufgabe 4 [4 Punkte]
Gegeben seien zwei Teilmengen A und B von {0,...,n}. Wir betrachten die Multimenge

C={a+b|lae A und b € B}. Geben Sie einen effizienten Algorithmus an, der die Ele-
mente von C und deren Haufigkeit berechnet. Der Algorithmus soll, unter der Annahme,
dass zwei Zahlen in O(1) multipliziert werden konnen, eine Laufzeit von O(nlogn) haben.
Beweisen Sie die Korrektheit und analysieren Sie die Laufzeit von IThrem Algorithmus.



Aufgabe 5 [4 Punkte]

(1) Zeigen Sie, wie zwei lineare Polynome aix + ap und byx + by unter Verwendung von
nur 3 Multiplikationen miteinander multipliziert werden konnen.

(1) Generalisieren Sie die Idee von Teil (2) und entwickeln Sie einen rekursiven divide-
and-conquer Algorithmus, der zwei Polynome vom Grad n (gegeben in Koeffizien-
tendarstellung) mit Hilfe von O(n!°82(3)) Multiplikationen ausmultipliziert.

(1i1) Zeigen Sie, wie zwei n-Bit-Integerzahlen in O(n'°¢2(3)) Schritten miteinander mul-
tipliziert werden kdnnen, wobei jeder Schritt auf einer héchstens konstanten (un-
abhéngig von n) Anzahl von 1-Bit-Werten arbeitet.



