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Aufgabe 1 [6+4-+4+4 Punkte]

Gegeben sei der folgende rekursive Sortieralgorithmus, der ein gegebenes Feld A zwischen dem
i-ten und j-ten Bintrag (inklusive) sortieren soll.

Sort(A,i,j)

(1) Falls Ali] > Alj], dann vertausche Afi] und Alfj].
(2) Falls i+ 1< j, dann:

(3) Setze k= [(1—1+1}/3].

(4) Sort(A,i,i—k). //Die ersten 2/3 werden sortiert.
(&) Sort(A, i+ k,j). {/Die hinteren 2/3 werden sortiert,
(6) Sort(A,i,j—k). //Die ersten 2/3 werden nochmals sortiert.

| (a) Beweisen Sie, dass Sort(A,1,n) das Eingabefeld A[l...n] korrekt sortiert.

{’}?) Geben Sie eine Rekursionsgleichung fiir die Laufzeit von Sort{A,1,n] im schlechtesten Fall
an und schédtzen Sie die Rekursionsgleichung asymptotisch ab.

{¢) Geben Sie die untere Komplexitatsschranke fiir das Sortieren an und definieren Sie die nétigen

Begriffe dafiir.
(d) Wie beurteilen Sie die Laufzeit von Sort, im Vergleich zu anderen Ihnen bekannten Sortier-
 verfahren?
Aufgabe 2 [6+2+6 Punkte]

Sei G = (V, E) ein ungerichteter, zusammenhéngender Graph und w: E — R eine Gewichtsfunkti-
on.

{é‘j Geben Sie die Definition eines Spannbaumes von & und alle dafiir nétigen Begriffe an, Sie
diirfen den Begriff Graph voraussetzen.

(B) Was ist ein minimaler Spannbaum?

| (c) Beweisen Sie folgende Aussage. Sei T = (V, F) ein Spannbaum von G, dann ist T ein minimaler
Spannbaum von (G, w) genau dann, wenn es keine Kanten e € E\ F und f £ F gibt, so dass
wie) < w(f) und T' = (V,(F\ {f}) U{e}) ein Spannbaum von G ist.

Aufgabe 3 [4+6 Punkte]
(a) Definieren Sie die Prafixfunktion 7t des KMP-Algorithmus fiir ein Muster M = M, ... M.

{ (b) Sei S = 51...5, € L™ eine Zeichenkette der Lange n. Geben Sie einen Algorithmus mit
Laufzeit O(n) an, der das kiirzeste Wort findet, welches S genau zweimal enthilt. Beweisen
Sie die Korrektheit und die Laufzeit von Threm Algorithmus.



Aufgabe 4 [64-44-8 Punkte]
(4) Definieren Sie die Begriffe Matching, mazimales Matching und gréftes Matching.

(b} Sei M ein maximales und M* ein gréftes Matching in einem nicht leeren Graphen G. Geben
Sle bestmogliche untere und obere Schranken fiir [M|/|M*| an.

(¢) Geben Sie (ohne Begriindung) den Wahrheitswert jeder der folgenden Aussagen an.

Achtung: Fiir jede richtig bewertete Aussage gibt es 2 Punkte. Fiir falsch bewertete Aus-
sagen wird ein Punkt abgezogen. Allerdings werden Sie mindestens 0 Punkte fiir diese
Tellaufgabe erhalten. Nicht bewertete Aussagen flieflen nicht in die Punktzahl ein,

(i) Sei (G,w) ein gewichteter Graph mit nichtnegativer Gewichtsfunktion. Sei P =
(v1,v2,...,v¢) ein kiirzester vi-ve-Pfad. Dann ist fiir alle 1 < i = j < £ der Teilpfad
[Vi, Vil v ¥y ] Ei]:l. kiirzester "v'i—\-'f—PfEld.

(12) Sei (G,w) ein gewichteter Graph mit nichtnegativer Gewichtsfunktion. Sei P =
(vi,vz...,v) ein kiirzester vi-vp-Pfad und sei Q = [vp,vgy1,...,v) ein kiirgester
vi-vi-Piad, Dann ist der susammengesetzte Pfad PQ = (vy,v2,..., Ve, Verr ..., Vi) in
kiirgester vq-vi.-Pfad. |

(122) Sei M ein Matching in G. Dann ist die Anzahl der Kanten eines augmentierenden
Pfades beziiglich M immer gerade.

(1v) Sei G = (V,E) ein ungerichteter, kreisfreier Graph und cg die Anzahl der Zusammen-
hangskomponenten., Dann gilt; [E| = V| —cg .

Aufgabe 5 [6+4+6 Punkte|

Betrachten Sie das folgende Entscheidungsproblem. Fiir gegebenes S € 7 und ¢ € % soll entachie-
den werden, ob es zwel Zahlen 0, b € S mit a 2 b gikt, die a + b = ¢ erfiillen.

Entwickeln Sie einen Algorithmus mit Laufzeit O(nlogn) und beweisen Sie die Korrektheit und
die Laufzeit fiir die folgenden Fille:

(2) Sl=nund S C{0,1,...,10n}L
(b) IS|=nund S C{—10m,...,—1,0,1,....10n).

{c) ISl =n und § € Z beliebig. (Hinweis: Unter Umstinden brauchen Sie einen ganz anderen
Ansatz als in (a) und (b ). Welcher Algorithmus hatte auch eine Laufzeit von O(nlogn)?)

Aufgabe 6 [4+4-+6 Punkte]

Sei G = [V, E) ein ungerichteter, zusammenhéngender Graph der mindestens sinen Kreis enthilt.
Die Taillenweste (girth(G)) ist die Lange eines kiirzesten Kreises in G. Fiir zwei Knoten s und
t € V sei dist5[s,t) die Ldnge (=Anzahl der Kanten) eines kiirzgesten s-t-Pfades in G.

(a)_Beweisen Sie, dass es Knoten s, t; und t» in V mit {t;,t2] € E gibt, so dass

girth[(G) = distg (s, t1) +distg[s, ta) + 1.

(b) Seien s, t) und t; drei verschiedene Knoten in V. Sei {t,t;} € E und seien P, , und Ps .,
kiirzeste s-1;- bzw. s-t;-Pfade. Dann gilt girth(G) < distg (s, t;] -r—chstﬂ’s ta )1, falle Po
und P, {, die Kante {ty,tz] nicht enthalten.

(c) Entwerfen Sie einen Algorithmus mit Laufzeit O[|VI[E|], der girth(G) berechnet. Beweisen
Sie die Korrektheit und die Laufzeit von IThrem Algorithmus.



