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Kapitel I Die (Zahlen-) K•orper der reellen und der komplexenZahlen

x 1 Sprachlic he Kon ventionen (Logik)

1.1 Aussage

Eine Aussageist die Wiedergabe eines Sachverhaltes. Im Gegensatzzu anderen (umgangs-
sprachlichen) S•atzen wie Frage- oder Ausrufes•atzen hat jede Aussageeinen Wahrheitswert {

Postulat 1. Postulat der (klassischen)Logik ist:
"
Jede Aussageist falsch oder wahr\

Beispiele:

(i)
"
1 + 1 = 2\ (wahre Aussage)

(ii)
"
Caesarwar ein Grieche\ (falsche Aussage)

(iii)
"
Am 1. 1. 2000wird es in Berlin regnen\ (Wahrheitswert unklar, aber esexistiert einer)

Das Wort
"
Haus\ ist keine Aussage,aber man kann daraus eine Aussagebilden:

" Haus\: Pr •adik at (Begri� )

" 1 + 1\: Term (bestimmt, d.h. Ergebnis steht fest)

" 1 + x\: Term (unbestimmt, d.h. Ergebnis steht noch nicht fest)

" Aus 1 + 1 folgt 2\: sinnlos, eigentlich keine Aussage:Man kann Terme nicht mit
"
Aus : : :

folgt\ verbinden

1.2 Aussagev erkn •upfungen

Man kann Aussagenzu neuenAussagenverkn•upfen:
(i)

"
: : : und : : : \ Konjunktion ^

(ii)
"

: : : oder : : : \ Disjunktion _
(iii)

"
Wenn : : : , so : : : \ Implik ation )

(iv)
"
Genau dann, wenn : : : , so : : : \ •Aquiv alenz ,

Bemerkungen:

� Das
"
oder\ aus (ii) ist das nic ht ausschliessende oder.

� Neben den oben genannten �ndet man noch weitere Formulierungen, z.B.
"
Dann und nur

dann, wenn\ f•ur die •Aquivalenz.

Seien � und � Aussagen,so nennt man in der Implik ation � ) � � Pr •amisse und �
Konklusion .

Die Aussagenlogikist bekannt seit Aristoteles, ihre Vertiefung ist die neuerePr•adikatenlo-
gik.

1.3 All- und Existenzaussagen (Quan toren)

Beispiele:

(i)
"
Alle Dinge, die die Eigenschaft E haben, haben auch die Eigenschaft F.\ (Allaussage)

(ii)
"
Es gibt � ein Ding, das die Eigenschaft E hat.\ (Existenzaussage)

� meint: "Es gibt wenigstens ein Ding\

2



x 1 Sprachliche Konventionen (Logik)

Bemerkungen:

(iii)
"
Es gibt h•ochstens: : : \ (z.B. ein Objekt mit der Eigenschaft E )

(iv)
"
Es gibt genauein Objekt mit der Eigenschaft E\

: : : sind zusammengesetzteAussagenaus All- und Existenzaussage:

(iii) F•ur zwei Objekte x und y, die die Eigenschaft E haben, mussgelten: x = y Allaussage

(iv) Kombination aus Allaussage(wie im vorigen Punkt) und Existenzaussage

Sym bole

Allaussage: 8

Existenzaussage: 9

Es gibt h•ochstns n viele : : : : 9� n x : : :

Es gibt genau n viele : : : : 9!n x : : :

Es gibt genau ein x mit : : : : 9!x : : :

Die Beispielevom Anfang desAbschnitts in symbolischer Schreibweise:

(i) (8x)(E(x) ) F (x))

(ii) (9x)(E(x))

1.4 Negation

JedeAussagekann durch Negation in eine andereAussageumgeformt werden, die den entge-
gengesetztenWahrheitswert hat. Das Symbol der Negation ist : (selten auch � ).

Beispiele von •aquiv alen ten Aussagen mit Negation:

(� und � seienAussagen)

(i) :: � , �

(ii) : (� ^ � ) , (: � ) _ (: � )

(iii) : (� ) � ) , � ^ (: � )

(iv) � ) � $ : � ) : � (Kon trap osition , Methode desindirekten Beweises)

Negation der All- und Existenzaussagen

� 8x(E(x)) , :9 x(: (E (x)))

� :8 x(E(x)) , 9x(: E (x))

� 9x(E(x)) , :8 x(: E (x))

� :9 x(E(x)) , 8(: E (x))

Hin weis: x 6= y ist nur eine verk•urzte Schreibweisevon : (x = y).
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Kapitel I Die (Zahlen-) K•orper der reellen und der komplexenZahlen

1.5 De�nitionen

De�nitionen dienen der Verk•urzung und der Veranschaulichung von Sachverhalten.

De�nitionsgleic hung:

x := a , a =: x , x = df a

wobei a das bekannte Objekt und x das neueSymbol f•ur a sein soll.

Beispiele:

2 := 1 + 1 4 := 1 + 1 + 1 + 1

f ist stetig in x := 8� > 09� > 0 8x0 2 Df (f )[jx0 � xj < � ) jf (x) � f (x0)j < � ]
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x 2 Mengen

x 2 Mengen

2.1 Der Begri� der Menge

De�nition 2.1. Eine Menge ist nach Cantor � eine Zusammenfassungvon Objektenunserer
Anschauungoder unseres Denkenszu einem Ganzen.

Sei M eine Mengeund x ein Objekt, dann soll x 2 M bedeuten, dassx Element von M ist.

: (x 2 M ) , x =2 M (x ist nicht Element von M )

2.2 Mengen bildung

Es gibt zwei Hauptmethoden, um Mengenzu bilden:

(i) Gegebenseienendlich oder unendlich vieleObjekte in einerListe x1; x2; x3. Dann existiert
die Menge,die genaudieseObjekte als Elemente enth•alt.

Schreibweise: f x1; x2; x3; : : : g

(ii) Ist E eine Eigenschaft, dann gibt es eine Menge, die genau die Objekte als Elemente
enth•alt, die die Eigenschaft E haben.

Schreibweise: f xjE (x)g (oder: f x : E (x)g)

2.3 Wic htige Beispiele

a) nat•urliche Zahlen 1; 2; 3; : : : bilden die Menge
�

b) die nicht negativen Zahlen
� 0 = f 0; 1; 2; : : : g

c) die Mengeder ganzenZahlen � = f 0; +1 ; � 1; +2 ; � 2; : : :g

d) die rationalen Zahlen bilden eine Menge � = f p
q jp;q 2 � ^ q 6= 0g

e) die Mengeder reellen Zahlen
�

= f xjx ist reelle Zahlg

f) weitere Mengen: z.B. 1;
�

f 1g
	

2.4 Mengengleic hheit

De�nition 2.2. Zwei MengenM und N sind gleich (M = N ) genaudenn wenn sie die selben
Elemente haben (Extensionalit•atseigenschaftder Mengen)

M = N , (8x)(x 2 M , x 2 N )

2.5 Die leere Menge ;

De�nition 2.3. Diejenige Menge,die keine Elementebesitzt, wird leere Menge genannt und
mit dem Symbol ; bezeichnet.

M = N , (8x)(x =2 M )

� Siehe auch "Logik\-Skript
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Kapitel I Die (Zahlen-) K•orper der reellen und der komplexenZahlen

2.6 Teilmengen und Inklusion

De�nition 2.4. Gegeben seienzweiMengenM und N , M hei�t Teilmengevon N , wenn jedes
Element von M auch Element von N ist.

M � N (auch: M � N ) � , (8x)(x 2 M ) x 2 N ) I nklusion

Es existiert auch die SchreibweiseN � M (
"
N ist Obermengevon M\).

Eine wichtige Mengenbildungsmethode ist folgende:

Gegeben sei eine Menge M und eine Eigenschaft E . Dann existiert die Menge
f x 2 M jE(x)g.

Satz 2.5. Es seien M , N und P Mengen. Dann gilt

(i) M � M (Re
exivit•at)

(ii)
�
(M � N ) ^ (N � P)

�
) M � P (Transitivit•at)

(iii)
�
(M � N ) ^ (N � M )

�
) N = M (Antisymmetrie)

(iv) ; � M

Es ist erlaubt zu schreiben M 1 � M 2 � M 3 � : : : .

2.7 Das (geordnete) Paar, das kartesisc he Pro dukt

De�nition 2.6. Es seien M und N zwei nicht leere Mengen. F•ur beliebige Elemente x 2
M und y 2 M k•onnen wir das geordnete Paar de�nier en, Schreibweise[x; y] (x/y = 1./2.
Komponente).

[x; y] = [x0; y0] , x = x0 ^ y = y0

f x; yg bezeichnet ein ungeordnetesPaar: f x; yg = f y; xg, w•ahrend [x; y] = [y; x] , x = y.
•Ub ereinkunft: Aufgrund desgeh•auften Auftretens geordneterPaaremeinenwir mit dem

Begri� Paar immer geordnetes Paar .

De�nition 2.7. Es seien M und N Mengen. Die Menge aller Paare [x; y] mit x 2 M und
y 2 N soll mit M � N bezeichnetwerden und hei�t das Kr euzpr odukt von M und N , direkte
Produkt von M und N oder auch das kartesische Produkt von M und N .

Ist N = M , also M � N = M � M , dann schreiben wir f•ur M � M =: M 2.

Ist M = ; , dann gilt M � N = ; .

Beispiele

M = f 1; 2g; N = f 2; 3g

M � N = f (1; 2); (1; 3); (2; 2); (2; 3)g

N � M = f (2; 1); (2; 2); (3; 1); (3; 2)g

M � N 6= N � M

(� : nicht kommutativ)
� E. Herrmann verwendet im Verlauf der Vorlesung beide Schreibweisen, deshalb auch ich in diesem Skript. F•ur

"
echte Teilmenge\ wird jedoch von mir durchg•angig  (bzw. ( , wenn ich mich vertippt habe) verwendet und

nicht wie sonst in der Literatur oder z.B. bei P. Starke •ublic h "� \.
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x 2 Mengen

2.8 Der Begri� der Verkn •upfung

De�nition 2.8. Gegeben sei eine Menge M . Eine Verkn•upfung ist eine irgendwiegegebene,
eindeutigeZuordnung, bei der jedemPaar [x; y]; x 2 M ^ y 2 M ein Element aus M zugeordnet
wird.

Beispiel: Die Addition

[x; y] 2
� 2 � ! z 2

�

(z = x + y)

Schreibweise: f : M 2 � ! M
Eine Verkn•upfung ist eine zweistellige Funktion einer Menge in sich selbst.
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Kapitel I Die (Zahlen-) K•orper der reellen und der komplexenZahlen

x 3 Der Begri� des K•orp ers

De�nition 3.1. Ein K•orper ist eine Menge K zusammenmit zwei Verkn•upfungen, von der
eine als A ddition mit dem Symbol + K und die andere als Multiplikation mit dem Symbol
�K bezeichnetwird, wenn folgendeBedingungenerf•ullt sind:

(i) K enth•alt wenigstenszwei Elemente

(ii) Die Addition ist assoziativ: (8x)(8y)(8z)
�
(x + K y) + K z = x + K (y + K z)

�

(iii) Die Addition ist kommutativ: (8x)(8y)(x + K y = y + K x)

(iv) Die Multiplikation ist assoziativ: (8x)(8y)(8z)
�
(x �K y) �K z = x �K (y �K z)

�

(v) Die Multiplikation ist kommutativ: (8x)(8y)(x �K y = y �K x)

(vi) Die Addition und die Multiplikation sind distributiv:

(8a)(8b)(8c)
�
a �K (b+ K c) = a �K b+ + K a �K c

�

(vii) Es gibt in K ein Element, dasmit 0K bezeichnetwird, mit der Eigenschaft(8a)(a+ K 0K =
a) : (Nul lelement)

(viii) Es gibt in K ein Element, dasmit 1K bezeichnetwird, mit der Eigenschaft(8a)(a�K 1K =
a) : (Einselement)

(ix) (8a)(9a0)(a + K a0 = 0K )

(x) (8a; a 6= 0K )(9a� )(a �K a� = 1K )

Beispiele:

a) [ � ; + ; �] ist ein K•orper.

b) [ � ; + ; �] ist kein K•orper, das Axiom (x) ist nicht erf•ullt.

c) [
�

; + ; �] ist ein K•orper.

Satz 3.2. Es sei [K ; + K ; �K ] ein K•orper.

a) Es gibt genauein Element 0K in K .

b) Es gibt genauein Element 1K in K .

Bew eis:
(Statt + K ; �K ; 0K ; 1K schreiben wir + ; �; 0; 1)

a) Existenz: Axiom (vii )

Eindeutigk eit: Seien0 und 00 2 K mit

(8a)(a + 0 = a) und (8a)(a + 00 = a)

00 = 00+ 0 (f•ur a 00 einsetzen)

= 0 + 00 (Kommutativit•at (iii ))

= 0

8



x 3 Der Begri� desK•orpers

b) (•ahnlich)

De�nition 3.3. a) Das eindeutig bestimmte Element 0K in K hei�t Nul lelement in K oder
kurz Null in K oder NeutralesElement in K bez•uglich der Addition (a + K 0K = a).

b) Das eindeutig bestimmte Element 1K in K mit a �K 1K = a hei�t Einselement in K oder
kurz Eins.

Satz 3.4. Es sei [K ; + ; �] ein K•orper.

a) (8a 2 K )(9!a0)(a + a0 = 0)

b) (8a 2 K ; a 6= 0)(9!a� )(a � a� = 1)

Bew eis:
a) Existenz: Axiom (ix)

Eindeutigk eit: Es seiena0 und a002 K mit a + a0 = a + a00= 0.

a00= a00+ 0 (3.2.a))
= a00+ (a + a0)
= (a00+ a) + a0

= 0 + a0

= a0

b) •Ahnlich:

a� = a� � 1 = a� � (a � a�� = (a� � a) � a�� ) = 1 � a�� = a��

De�nition 3.5. Es sei K ein K•orper.

a) Das nach Satz 3.4.a) eindeutig bestimmbare Element mit a + a0 = 0 hei�t Negatives von a
und wird mit � a bezeichnet.

b) F•ur a 6= 0 hei�t das nach Satz 3.4.b) eindeutig bestimmbare Element a� mit a � a� = 1
Rezipr oke von a und wird mit 1

a bezeichnet.

Satz 3.6. Sei K ein K•orper. Dann gelten:

a) (8a)(a � 0 = 0)

b) (8a)(1 6= 0)

c) K•urzungsregel: (a � b = a � c ^ a 6= 0) ) b = c

d) K ist nullteilerfr ei, d.h. a � b = 0 ) (a = 0 _ b = 0)

Bew eis:
a)

a � 0 = a � (0 + 0)
= a � 0 + a � 0 j + � (a � 0)

(a � 0) + (� (a � 0) =
�
(a � 0) + (a � 0)

�
+ (� (a � 0))

0 = a � 0

9



Kapitel I Die (Zahlen-) K•orper der reellen und der komplexenZahlen

b) Angenommen1 = 0:
a = a � 1 = a � 0 = 0 { Widerspruch zu Axiom (i).

c) Angenommena 6= 0 ^ a � b = a � c. Daraus folgt: 9 1
a :

1
a

� (a � b) =
1
a

� (a � c) , b = c

d) Angenommena � b = 0 und b 6= 0.

Wir haben zu zeigen,dassdann a = 0:

a � b = 0 = b� 0 = 0 � b

Nach c: mit b k•urzen (erlaubt da b 6= 0) ) a = 0

Aufgab e: Sei K ein K•orper und a 2 K . Dann hat die Gleichung x � x = a h•ochstens zwei
L•osungen.

L•osung: In K gilt f•ur a; b 2 K :

(a + b) � (a � � b) = a2 � b2

(a + b) � a � (a + b) � b+ = a � a + b� a � a � b� b� b
= a2 + a � b� a � b� b2 (K ommutativ it •at)
= a2 � b2

Seienb und c L•osungenvon x2 = a.

0 = a � a = b2 � c2 = (b+ c) � (b� c)

b+ c = 0 _ b� c = 0

b = � c _ b = c (� � d = d)

somit folgt: Bei drei L•osungenm•ussenmindestenszwei gleich sein.

3.1 Rechnen im K•orp er

Allgemeines Distributivgesetz

Gegeben seien a1; a2; : : : ; an 2 K . Dann gilt: a1 + a2 + � � � + an 2 K unabh•angig von der
Klammerordnung.�

a1 +
�
a2 + (a3 + a4)

� �
=

�
(a1 + a2) + (a3 + a4)

�
(Folgerung aus Axiom (ii ))

Allgemeines Komm unitativgesetz

Die Reihenfolgeder Addition ist unwesentlich (Endlich oftmaliges Anwendenvon Axiom (iii )).
Beispiel:

1 + 2 + 3 + � � � + 100

= (1 + 100)+ (2 + 99) + � � � + (50 + 51)

= 50� 101= 5050
� a � b := a + (� b) sowie a2 := a � a

10



x 3 Der Begri� desK•orpers

De�nition 3.7. Sei K ein K•orper und a1; a2; : : : ; an 2 K , so schreiben wir �

nX

i =1

ai := a1 + a2 + � � � + an

P
: Summenzeichen

i : Summationsindex

1: untere Summationsgrenze

n: obere Summationsgrenze

ai : i -ter Summand

(i)
mP

i =1
ai =

P

j =1
aj =

mP

� =1
a�

(ii)
mP

i =1
a1 = a1 + a1 + � � � + a1

�
mP

1
1 = m

�

(iii)
mP

i =1
aj = aj + � � � + aj| {z }

m -mal

(iv)
mP

i = n
aj := 0 (n > m)

(v)
1P

i =1
ai = a1

(vi) (Indexverschiebung)
mP

i =1
ai =

m � 1P

i =0
ai +1 =

mP

i =1
am +1 � i

(vii)
kP

j =1

mP

i =1
aij =

kX

j =1
|{z}

=
kP

j =1
bj

 
mX

i =1

aij

!

| {z }
= bj

Satz 3.8. Sei K ein K•orper. Dann gelten: (m; n 2
�

)

a) (VerallgemeinerteAssoziativit•at)
m + nP

i =1
ai =

mP

i =1
ai +

m + nP

i = m +1
ai

b) (VerallgemeinerteKommutativit•at und Assoziativit•at)
mP

i =1
(ai + bi ) =

mP

i =1
ai +

mP

i =1
bi

c) (VerallgemeinerteDistributivit•at)

mX

i =1

a � ai = a �
mX

i =1

ai

� Im Verlauf dieser Mitsc hrift wird, vor allem im Flie�text, auch die in der H•ohe reduzierte Schreibweise
P n

i =1
verwendet. Desweiteren werden gelegentlic h zus•atzlic he Einschr•ankungen f•ur den Summationsindex unter die

untere Summationsgrenze geschrieb en, also etwa
mP

j =1
j 6= k

aj .
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Kapitel I Die (Zahlen-) K•orper der reellen und der komplexenZahlen

Bew eis:
a) (a1 + � � � + am )(am + n + � � � + am +1 ) (VerallgemeinerteAssoziation)

b) (a1 + b1) + � � � + (am + bm ) = (a1 + � � � + am ) + (b1 + � � � + bm ) (Verallg. Assoziatitivit•at und
Kommutativit•at)

c) a � a1 + � � � + a � an = a � (a1 + � � � + an )

De�nition 3.9. K sei ein K•orper, a; b 2 K

a � b| {z }
Di�er enz

:= a + (� b)

� : (a; b) ! c := a � b

Satz 3.10. a; b 2 K ; a1 : : : ak 2 K

a) � (� a) = a

b) (� (a + b) = � a � b

c) 0 � a = � a

d) � (a � b) = � a + b = b� a

e)
mP

i =1
(ai � bi ) =

�
mP

i =1
ai �

�
mP

i =1
bi

��

Bew eis:
(a)

a + (� a) = 0 y (� a) + (� (� a)) = 0 j + a

(a + (� a) + (� (� a))) = a

(a + (� a)
| {z }

0

+( � (� a)) = a

� (� a) = a

(b)

(a + b) + (� (a + b)) = 0

a + (� a) + b+ (� b) = 0

a +
�

b+
�
� (a + b)

� �
= a + b+ (� a) + (� b)

� (a + b) = (� a) + (� b) = � a � b

(c)

0 � a = 0 + (� a) = � a
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x 3 Der Begri� desK•orpers

(d)

(� (a � b)) =
Di�.

� (a + (� b))

=
(b)

(� a) � (� b)

= (� a) + (� (� b))

= (� a) + b

= b+ (� a) = b� a

(e)

�

 
mX

i =1

bi

!

=
mX

i =1

(� bi ), weil

X
bi +

X
(� bi ) =

3:8:b

X
(bc + (� bi )| {z }

0

) = 0

X
(bi ) = �

X
bi

mX

i =1

(ai � bi ) =
mX

i =1

(ai + (� bi ))

=
3:8:b)

X
ai +

X
(� bi )

=
X

ai + (�
X

bi )

=
Def

X
ai �

X
bi

Satz 3.11.

1.) a � (� b) = � (a � b) = � (b� a) = (� a) � b

2.) (� a) � (� b) = a � b

Bew eis:
1.)

a � b+ a � (� b) = a � (b+ (� b)) = a � 0 = 0

y a � (� b) = � (a � b)

a � b+ (� a) � b = (a + (� a) � b = 0 � b = 0

y (� a) � b = � (a � b)

2.) (� a) � (� b) = � (( � a) � b) = � (� a � b) = a � b

3.2 Das Vielfac he eines (K•orp er-) Elemen ts

Es sei K ein K•orper [K ; + K ; �K ], � die ganzenZahlen.
Es soll eine Funktion geben � : � � K ! K

De�nition 3.12. F•ur m 2 � und a 2 K sei m � a (genannt das n-fache von a) ein wie folgt
de�niertes K•orperelement:
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Kapitel I Die (Zahlen-) K•orper der reellen und der komplexenZahlen

(i) m 2
�

m � a :=
mP

i =1
a

(ii) m = 0 m � a := 0K

(iii) m < 0 m � a := (� m) � (� a)

(Bemerkung: Wir haben m � a de�niert, nicht a � m!)

Satz 3.13. F•ur alle m; n 2 � und a; b 2 K gelten:

1.) m � 0K = 0K

2.) 1 � a = a

3.) (� 1) � a = � a

4.) (m + n) � a = m � a + n � a

5.) (m � n) � a = m � (n � a)

6.) m � (a + K b) = m � a + K m � b

7.) m � (a �K b) = (m � a) �K b = a �K (m � b)

Bew eis:
1.) � m > 0 : m � 0 = 0 + � � � + 0| {z }

m -mal

= 0

� m = 0 : m � 0 = 0 (De�nition desVielfachen)

� m < 0 :

m � 0 = (� m) � (� 0) = (� m) � 0 =
s.o.

0

� 0 = 0 0 + (� 0) =
Def. �

0

0 + (� 0) =
Def. 0

� 0

2.)

1 � a =
1X

i =1

a = a

3.)

(� 1) � a = � a

(� 1) � a = (� (� 1))
| {z }

1(
�

)

�(� a) =
2:)

� a

4.) � m > 0; n > 0 :

(m + n) � a =
Def.

m + nX

i =1

a =
mX

i =1

a +
m + nX

i = m +1

a

� m = 0_ n = 0 : Sein = 0, so gilt (m + n) � a = m � a + 0� a = m � a. Analog f•ur m = 0.

14



x 3 Der Begri� desK•orpers

� m < 0; n < 0

(m + n) � a = (� (m + n)) � (� a) = (� m + (� n)) � (� a) = (� m) � (� a) + (� n) � (� a) = m � a + n � a

� m > 0; n < 0; m + n > 0 (y m > � n)

m � a + n � a = m � a + (� n)( � a) =

= a + a + � � � + a| {z }
m -mal

+ (� a) + (� a) + � � � + (� a)
| {z }

� n -mal

= a + � � � + a| {z }
m � ( � n ) viele

= (m + n) � a

� m < 0; n > 0: Beweis analog.

5.) � m; n > 0 :

(m � n) � a = a + � � � + a| {z }
n �m -mal

= (a + � � � + a| {z }
n -mal

) + � � � + (a + � � � + a| {z }
n -mal

)

| {z }
m -mal

=
nX

i =1

a + � � � +
nX

i =1

a

| {z }
m -mal

= m(n � a)

� m = 0 _ n = 0

(m � n) � a = 0 � a =
Def.

0

m � (n � a) = 0

� m > 0; n < 0 y m � n < 0

(m � n) � a = (� m � n) � (� a) = (m � (� n)) � (� a)

=
s. 1. Fall

m � (( � n)( � a))
| {z }

n �a

= m � (n � a)

� m < 0; n > 0 y m � n < 0

(m � n) � a =
Def.

(� m � n) � (� a) = (( � m)n)( � a)

=
1. Fall

(� m)(n � (� a))

= (� m) �
nX

i =1

(� a)

=
3. Fall

(� m) �

 

�
nX

i =1

a

!

=
Def

m �

 
nX

i =1

a

!

= m � (n � a)
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� m < 0; n < 0 y m � n > 0

(m � n) � a = (( � m) � (� n)) � a =
1. Fall

(� m) � (( � n) � a)

= (� m)
� nX

i =1

a =
(?)

(� m)

 

�
� nX

i =1

(� a)

!

= (� m) �
�
� (� n)( � a)

�

= (� m) � (� n � a) =
Def. neg. Vf.

m � (n � a)

GesonderterBeweis der mit (?) bezeichneten Gleichung:�

nX

1

(� ai ) =
3:10:e)

�
nX

1

ai = �
X

(� ai ) = �
�

�
X

ai

�
=

3:10:a )

X
ai

6.) � m > 0 : m � (a + b) =
mP

i =1
(a + b) =

mP

i =1
a +

mP

i =1
b = m � a + K m � b

� m = 0 :

m � (a + b) = 0

m � a = 0 = m � b

m � (a + b) = m � a + m � b

� m < 0 : m � (a + b) = (� m) � (� (a + b)) = (� m) � (( � a) + (� b)) = (� m) � (� a) +
(� m) � (� b) =

D ef :V f :
m � a + m � b

7.) � m > 0 :

m � (a �K b) =
mX

i =1

a � b =
3. Summationsgesetz

 
mX

i =1

a

!

� b = (m � a) � b

= a

 
mX

i +1

b

!

= a � (m � b)

� m = 0 :

m � (a � b) = 0

(m � a) � b = 0

a � (m � b) = 0

� m < 0

(m � (a � b)) = (� m) � (� (a � b)) = (� m) � (( � a) � b) = (( � m) � (� a)) � b = (m � a) � b

(� m) � (� (a � b)) = (� m) � (a � (� b)) =
� m> 0

a � (( � m) � (� b)) = a � (m � b)

� Das sieht, insbesondere nach dem zweiten Gleichheitszeichen, doch ein klein wenig falsch aus. Bitte mailt
munter Korrekturen.
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3.3 Multiplik ation: Verallgemeinerte Assoziativit •at und
Komm utativit •at

a1 � a2 � � � � � am 2 K

ist eindeutig festgelegt(unabh•angig von der Klammersetzung und der Reihenfolgeder Multi-
plikationen)

De�nition 3.14.

mY

i =1

ai := a1 � a2 � � � � � am

(Achtung Schreibf•aule: Die Darstellungen (i) bis (iv) aus der Summation (siehe Seite 11)
gelten analog auch hier)

mY

i = n

ai := 1(n > m)

m + nY

i =1

=
mY

i =1

ai �
n + mY

i = m +1

ai

mY

i =1

ai � bi =
mY

i =1

ai �
mY

i =1

bi

mY

i =1

a � ai = a � � � � � a| {z }
m -mal (am )

�
mY

i =1

ai

Beispiel:

n!; n 2
�

n! :=
nY

i =1

i

0! := 1

(6! = 1 � 2 � 3 � 4 � 5 � 6 = 720)

3.4 Die Potenz eines K•orp erelemen ts

De�nition 3.15. a) (a 2
� 0; a 2 K ) Die m-te Potenz von a (Schreibweiseam ) ist wie folgt

de�niert:

am := 1 f•ur m = 0

am :=
mY

i =1

a f•ur m > 0
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b) Sei a 2 K ; a 6= 0; m 2 � :

am :=
�

1
a

� � m

c) In am hei�t a Basis , m Exponent.

(De�nitionsteil (b) ist korrekt, weil 1
1
a

= a)

Satz 3.16. F•ur alle a; b 2 K gelten:

(1) F•ur alle m; n 2
� 0:

1m = 1; am + n = am � an ; (am )n = am �n ; (a � b)m = am � bm

(2) Wenn a 6= 0 und b 6= 0, dann gilt (1) sogar f•ur alle m; n 2 � .

Bew eis:
analog zu 3.13, 0� 1 { nicht de�niert.

De�nition 3.17. F•ur alle a 2 K ; b 2 K ; b 6= 0K , hei�t das Produkt a � 1
b Quotient von a und

b.
a
b

:= a �
1
b

Satz 3.18. F•ur alle a; b;c;d 2 K ; b 6= 0K ; d 6= 0K gelten:

(1) a
b = c

d , a � d = b� c

(2) a
b = a�d

b�d ; a = a
1 ; 1 = b

b

(3) � ( a
b ) = � a

b = a
� b

(4) a
b � c

d = a�c
b�d ; a

b + c
d = a�d+ b�c

b�d

(5)
a
b
c
d

= a�d
b�c (c 6= 0)

Bew eis:
(1) =)

b� d �
a
b| {z }

=

= b� d � a �
1
b

= d � a �
�

b�
1
b

�
= d � a|{z}

=

z }| {
b� d �

c
d

= b� d � c �
1
d

=
z}|{
b� c

( = Angenommena � d = b� c;b 6= 0; d 6= 0 y b� d 6= 0 y ( 1
b�d = 1

b � 1
d )

1 = b� d � 1
b�d

1 = b _d � 1
d � 1

b

)
1

b� d
=

1
a

�
1
b

a � d =
1

b� a
= b� c �

1
b� d

=

a � a �
1
b

�
1
d

= b� c �
1
b

�
1
d

a
b

=
c
d
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x 3 Der Begri� desK•orpers

(2) a
b = a�d

b�d (
1

a � (b� d) = b� (a � d)

a
1 = a � 1

1
1
1 = 1 �

�
1
1

�
= 1 � 1 = 1

(3) (� a) � (� b) = a � b y
1

� as
b = a

� b

�
�

a
b

�
= �

�
a � 1

b

�
=

3:1:1:b)
(� a) � 1

b = � a
b

(4)

a
b

�
c
a

= a �
1
b

� c �
1
d

= a � c �
1
b

�
1
a

=
1

a � c �
1

b� d
=

a � c
b� d

a
b

+
c
d

=
a � d
b� d

+
c � b
d � b

= a � d �
1

b� d
+ c � b�

1
b� d

= (a � d + b� d) �
1

b� d
=

a � d + b� c
b� d

(5)

a
b
c
d

=
a � d
b� c

,
1

a
b

� b� c =
c
d

� a � d , a � c = c � a
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Kapitel I Die (Zahlen-) K•orper der reellen und der komplexenZahlen

x 4 Reelle und Komplexe Zahlen

4.1 Reelle Zahlen

a) Geometrisc he In terpretation der reellen Zahlen

Ein Zahlenstrahl ist eine gerichtete Gerade(Die Richtung wird durch einen Pfeil angedeutet):

0
 1/2
 1
 2


W•ahlt man zwei verschiedenePunkte ausdem Zahlenstrahl aus,dann besteht zwischen den
Punkten und den reellen Zahlen eine bijektiv e Zuordnung.

Dem Punkt, der mehr in Richtung desZahlenstrahls liegt, wird die 1 zugeordnetund dem
anderendie 0.

b) geometrisc he In tepretation von + und �

Die geometrische Addition erfolgt einfach am Zahlenstrahl, der Abstand f•ur a + b wird der
Abstand zwischen 0 und b abgetragenund ab a in Richtung desZahlenstrahls hinzugef•ugt.

0
 a
 b
 a+b


Die geoetrische Multiplik ation basiert auf der Formel

1 : b = a : a � b

0
 1
 a


1


b


a·b


Die geometrische Division beruht auf

1 : a =
1
a

: 1

0
 1


1


a


1/a


c) Gr•o�en vergleic h zwischen den reellen Zahlen

a; b 2
�

: Wir sagena ist kleiner als b, wenn der Punkt, dem b zugeordnet wird mehr in
Richtung desZahlenstrahls liegt als der Punkt, dem a zugeordnetwurde.
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x 4 Reelleund Komplexe Zahlen

Schreibweise:

a < b
"
a ist kleiner als b\

a � b :, b < a

a > b :, b < a

a � b :, b � a

max(a; b) :=

(
b : a � b

a : a > b

min (a; b) :=

(
a : a � b

b : b < a

Eigensc haften von <

(8x)

a) < ist irre
exiv, d.h. : x < x

b) < ist asymmetisch, d.h. x < y ) : (y < x)

c) < ist transitiv, d.h. (x < y ^ y < z) ) (x < z)

d) < ist linear, d.h. x < y _ y < x _ x = y

e) < ist additiv, d.h. x < y ) x + z < y + z

f) < ist multiplik ativ, d.h. (x < y ^ z > 0) ) x � z < y � z

d) Wurzeln aus reellen Zahlen

(8b 2
�

)
�
b2 � 0 ^ (b 6= 0 ) b2 > 0)

�

(8b 2
�

)
�
a � 0 ) (9!b 2

�

)(b � 0 ^ b2 = a)
�

De�nition:
p

a := b wenn b � 0 ^ b2 = a
a < b :, (b� a) > 0 ,

p
b� a { ex. 1 a 6= b

e) Betragsfunktion

F•ur a 2
�

hei�t jaj Betragsfunktion vom a, mit der De�nition: jaj :=

(
a : a � 0
� a : a < 0

jaj = j � aj
jaj = 0 , a = 0p

a2 = jaj

Satz 4.1. F•ur a; b 2
�

mit a 6= 0 oder b 6= 0 gilt a2 + b2 > 0

Bew eis:
a = 0 y b 6= 0 y b2 > 0 und a2 � 0 y a2 + b2 > 0
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Kapitel I Die (Zahlen-) K•orper der reellen und der komplexenZahlen

4.2 Komplexe Zahlen

In
�

gibt eskeineL•osungder Gleichung x2 = � 1. Dies f•uhrt zur Aufgabenstellung: Eine neue
Zahlenmengezu �nden, die folgendeEigenschaften hat:

� Die neueZahlenmengesoll ein K•orper sein.

� Es soll x2 = � 1 eine L•osunghaben.

� Der neueK•orper soll [
�

; + ; �] erweitern.

Das Problem kann positiv gel•ost werden:

Satz 4.2. Die Menge
� 2 = f [a; b] : a; b 2

�

g zusammenmit den Verkn•upfungen

[a; b] � [a0; b0] := [a + a0; b+ b0]

[a; b] � [a0; b0] := [a � a0 � b� b0; a � b0+ a0 � b]

f•ur alle a; a0; b;b0 2
�

ist ein K•orper.

Bew eis:
� Die Null ist [0; 0].

� Die Eins ist [1; 0].

� � [a; b] = [� a; � b]

� Sei [a; b] 6= [0; 0].

1
[a; b]

=
�

+ a
a2 + b2 ;

� b
a2 + b2

�

[a; b] �
1

[a; b]
= [1; 0]

[a; b] �
�

a
a2 + b2 ;

� b
a2 + b2

�
=

�
a2

a2 + b2 +
b2

a2 + b2 ;
� ab

a2 + b2 +
ab

a2 + b2

�
= [1; 0]

De�nition 4.3. Der K•orper in Satz 4.2 hei�t K•orp er der Komplexen Zahlen und wird
mit

�

beieichnet. Die Elemente aus
�

hei�en komplexe Zahlen .

Bemerkung 4.4. Der K•orper
�

erf•ullt die Bedingungenaus Satz 4.2:

�
�

ist ein K•orper, sieheSatz .

�
�

enth•alt einen Teil isomorph � zu den reellen Zahlen.

Die Abbildungx 2
�

� ! [x; 0] 2
�

ist eine Einbettungy:
� Isomorphism us: Es seien [K 0; + 0 ; �0 ]; [K 1; + 1 ; �1 ] K•orper. Dann sind K 0 ; K 1 isomorph wenn eine Funktion
f existiert, die folgende Eigenschaften hat:

{ f ist eine Bijektion zwischen K 0 und K 1 .

{ a + 0 b = c , f (a) + 1 f (b) = f (c) f•ur alle a; b;c 2 K 0

{ a �0 b = c , f (a) �1 f (b) = f (c)

y Ein b ettung: Isomorphism us ohne Surjektivit• at von f .
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x 4 Reelleund Komplexe Zahlen

(i) Injektion: x � ! [x; 0] [x; 0] = [x0; 0] ) x = x0

(ii) a + b = c : [a; 0] � [b;0] = [a + b;0 + 0]; = [a + b;0] = [c;0]
(iii) a � b = c : [a; 0] � [b;0] = [a � b� b� 0; a � 0 + 0 � b] = [c;0]

Wir sagendie komplexe Zahl z ist eine reelle Zahl, wenn z ein Paar der Gestalt [a; 0] (f•ur
bel. a 2

�

) ist und wir identi�zieren z und a (z = a)

"
x2 = � 1\ hat eine L•osung: [0; 1] 2

�

.

�
[0; 1]

� 2
= [0; 1] � [0; 1] = [0 � 1; 0] = [� 1; 0] = � 1

De�nition 4.5. F•ur das Element in [0; 1] 2
�

schreiben wir i (also i := [0; 1]) und nennen i
imagin•ar e Einheit . (i 2 = � 1)

Schreib weise: F•ur die komplexeZahl z = [a; b] schreibt man a + bi.

(a + bi) + (a0+ b0i ) = (a + a0) + (b+ b0)i

(a + bi) � (a0+ b0i ) = aa0+ ab0i + a0bi + bb0ii

= aa0 � bb0+ (ab0+ a0b)i

De�nition 4.6. Gegeben sei z = a + bi 2
�

.

(i) a hei�t Realteil von z, geschrieben Re(z)

(ii) b hei�t Imagin• arteil von z, geschrieben Im(z).
z = Re(z) + I m(z) � i

(iii) z hei�t reel l, wenn Im(z) = 0.

(iv) z 2
�

hei�t rein imagin•ar , wenn Re(z) = 0.

Beispiel:

z = (1 + 4i )2 + 5 + 2i
Bestimmen Sie Re(z)(= � 10) und I m(z)(= +10).

4.3 Geometrisc he Darstellung der Komplexen Zahlen

Die Komplexe Ebene ist die Ebene, in der mittels einesgegebenen Koordinatensystemsjede
komplexeZahl auf die folgendeArt und Weiseeinem Punkt der Ebenezugeordnetwird:

1

i

I m(z) � i

Re(z)

�

z

imagin•are Achse

reelle Achse
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Satz 4.7 (Der Pythargor •aische Lehrsatz).
In einem rechtwinkligen Dreieck ist der Fl•acheninhalt des Qua-

�

c

ab

drates •uber der Hypothenusegleich der Summe der Fl•acheninhalte
der Quadrate der Katheten:

a2 + b2 = c2

Bew eis:

a) Indisc he Art

Abbildung I.1: Beweis desPythargor•aischen Lehrsatzesnach indischer Art

c

ab

�

c

a
b

�

c

a
b

�

c

a b

�

Fl•acheninhalt: c2

4 �
a � b

2
+ (b� a)2 = 2ab+ b2 � 2ab+ a2

Chinesisc he Art

c
a

b�

c

a

b

�

c
a

b
�

c

a

b

�

�

�

�

�

Abbildung I.2: Beweis desPythargor•aischen Lehrsatzesnach chinesischer Art

(a + b)2 = 4 �
ab
2

+ c2

a2 + 2ab+ b2 = 2ab+ c2
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x 4 Reelleund Komplexe Zahlen

4.4 Der Betrag einer komplexen Zahl

z = a + bi

0 1

i

b� i

a

�

z

l

Sei l - Die L•angedesAbschnitts 0z: l =
p

a2 + b2

De�nition 4.8. Es sei z = a + bi. Dann hei�t jzj :=
p

a2 + b2 Betr ag von z.

Beispiel: j � 3 + 4i j =
p

(� 3)2 + 42 = 5

De�nition 4.9. Es sei z = a + bi 2
�

. Dann hei�t z := a � bi die konjugiert komplexe
Zahl von z (oder das konjugiert Komplexe von z).

�

��

�

z

z� z

� z

Satz 4.10. F•ur alle z; z0 2
�

gelten:

a) z = z

b) z + z0 = z + z0

c) z � z0 = z � z0

d) z 6= 0, dann gilt z 6= 0 und ( 1
z ) = 1

z

e) z � z = jzj2

f ) z = z , z reell

Bew eis:
a) klar

b) klar

c)

z = a + bi; z0 = a0+ b0i

z � z0 = (aa0 � bb0) + (ab0+ a0b)i

z � z0 = (aa0 � bb0) � (ab0+ a0b)i

z � z0 = (a � bi)(a0 � b0i ) = (aa0 � bb) � (a0b+ ab0)i
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d) z = a + bi 6= 0 ) a 6= 0 _ b 6= 0 ) a � bi 6= 0 ) z 6= 0

z � 1
2 = 1; z � 1

z = 1 � !
(c)

z � 1
z = z �

�
1
z

�
= 1 1 = 1

e) z = a + bi z = a � bi

z � z = a2 + b2 + (a(� b) + b� a)
| {z }

0

i = a2 + b2 = jzj2

f ) klar, 0 = � 0

Korrollar 4.11. F•ur alle z; z0 2
�

1. jzj � 0

2. jzj = 0 , z = 0

3. jz � z0j = jzj � jz0j

4. jzj = jzj

5. z 6= 0 ) 1
z = 1

jzj 2 � z

Bew eis:
1. z = a + bi y jzj =

p
a2 + b2 � 0

2. jzj = 0 y a2 + b2 = 0 y a = b = 0 = z = 0

3. jz � z0j =
4:10:d)

z � z0 � z � z0 =
e)

z � z0 � z � z0 = z � z � z0 � z0 =
e)

jzj2 � jz0j2 = (jzj � jz0j)2 y jz � z0j =

jzj � jz0j; wegena)

4. jzj =
p

a2 + b2 =
p

a2 + (� b)2 = jzj

5. z 6= 0 y jzj 6= 0 nach b), somit gilt 1
jzj 2 � z � z =

4:10:e
1 y 1

z = 1
jzj 2 � z

4.5 Geometrisc he Deutung der Addition in den komplexen Zahlen
�

x

y

�

�

�

z
z0

z + z0

a

b

a0

b0

a0

b0

� Die Gra�k kommt von mir, da ich aus den zwei Bildern, die ich da von der Tafel abgemalt habe, nicht so recht
schlau geworden bin. { T.
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4.6 Die Polark oordinaten einer komplexen Zahl

z 2
�

= (x; y); x; y 2
�

(x; y) = x + yi

x

y
�

z

jzj

'

�

z

'

' ist der Winkel gemessen(entgegendem Uhrzeigersinn) in der x-Achse zur Halbgeraden
von 0 und z.

De�nition 4.12. Es sei z = a + bi 2
�

. Die Zahlen l mit l � 0 und ' mit 0 � ' � 360�

hei�en Polarko or dinaten von z, wenn l = jzj und cos' = a
jzj und sin ' = b

jzj gelten.

Wir haben folgendebijektiv e Abbildung:

� 2 n f [0; 0]g 3 z � ! [l ; ' ] 2
� + � [0; 360]

(In terv all)

Beispiele: Polarkoordinaten von i : l = 1; ' = 90� (1; 90� )
Es gilt:

z = jzj � (cos' + i � sin ' )

< (z) = jzj � cos'

= (z) = jzj � sin '

Gegeben sei z 2
�

(a; b)
karth. Ko ord.

=) (l ; '
Polark oordinaten

:

l =
p

a2 + b2

' : cos' =
a
jzj

sin ' =
l

jzj

Gegeben: (1; 1)

l =
p

12 + 12 =
p

2

' : cos' =
1

p
2

=
1
2

�
p

2; ' = 45� oder ' = 315�

sin ' =
1

p
2

=
1
2

�
p

2; ' = 45� oder ' = 135�

' = 45� (
p

2; 45� )
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Gegeben: (l ; ' ) =) (a; b)

a = l � cos'

b = l � sin '
(2; 30� )

a = 2 � cos30� = 2 �
1
2

�
p

3 =
p

3

b = 2 � sin30� = 2 �
1
2

= 1

z =
p

3 + 1i =
p

3 + i

4.7 Einheitskreis

Der Einheitskreis ist die Punktmenge auf der komplexen Zahlenebene, die den Kreis um den
Koordinatenursprung mit dem Radius 1 bildet, Symbol S1. In

�

entspricht der Einheitskreis
der Menge f z 2

�

: jzj = 1g.
z = a + bi; jzj = 1 , a2 + b2 = 1
z = cos' + i � sin '

4.8 Geometrisc he Deutung der Multiplik ation in den komplexen
Zahlen

Gegeben seienz; z0 2
�

; z 6= 0; z0 6= 0

z = jzj � (cos' + i � sin ' )

z0 = jz0j � (cos' 0+ i � sin ' 0)

Dann gilt:

z � z0 = jzj � jz0j �
�
cos(' + ' 0) + i � sin(' + ' 0)

�

Bew eis:
Der Beweis benutzt die Additionstheoreme f•ur Sinus und Kosinus:

sin � � cos� + sin � � cos� = sin(� + � ) und
cos� � cos� � sin � � cos� = cos(� + � )
sowie die Bezeichnung: Arg(z) = ' : z = jzj(cos' + i � sin ' )
Wir haben f•ur z � z0:

jzj � jz0j �
�
(cos' � cos' 0 � sin ' � sin ' 0) + i � (cos' � sin ' 0+ sin ' � cos' 0)

�

iy

1
x

.......

........
........
...

'...................
...................

....................
....................

...................
....................

...................
....................

....................
...................

....................
...................

......+z

.......

........
........
........
........
........

.........
....

' 0

...........
............

............
............

............
............

............
............

............
............

............
............+

z0

.......

........

........

........
........
........
........
........
........
........
........
........
........

.........
.........

.........
.........

.........
..........

..........
..........

...........
............

............
.............

.........

' + ' 0

........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
.........
........
........+ z + z0
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� z 2
�

; z0 2
�

; Arg( z) = 0 z � z0 = z � jz0j � (sin ' 0+ i � sin ' 0)

� z { gegeben, i � z = jzj(cos' + 90� ) + (sin (' + 90� ))

z = jzj � (cos(Arg(z)) + i � (sin(Arg( z)))) Arg( z) =: '

i = cos90� + i � sin90�

i � z = jzj � (cos(' + 90� ) + i � sin(' � 90� ))

Drehung um 90�

Satz von Moivre: Es sei z = jzj � (cos' + i � sin ' ) und n 2
�

. Dann gilt

zn = jzjn � (cos(n � ' ) + i � sin(n � ' )) :

Beispiel mit n = 3; jzj = 1:

(cos' + i � sin ' )3 = cos3' + i � sin3' = (cos3 ' � 3 � cos' � sin2 ' ) + i � (3 cos2 ' � sin' � sin3 ' )

cos3' = cos3 ' � 3 � cos' � sin2 '

sin3' = 3cos2 ' � sin ' � sin3 '
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x 5 Der Begri� des Vektors, De�nition des Vektorraums

[Vektor, Vektorraum]

5.1 Der Begri� des Vektors

Ein Vektor ist eine gerichtete Strecke im Raum oder in der Ebene.

Fu�punkt desVektors

Endpunkt desVektors
L•angedesVektors

� Ein Vektor ist durch seineL•angeund durch seineRichtung vollst•andig bestimmt.

� Zwei Vektoren sind gleich, wenn sie die gleiche L•ange und gleiche Richtung haben.

~u

~v
~u = ~v

5.2 Vektor-Addition, Skalarm ultiplik ation

Man kann Vektoren addieren und einen Vektor mit einem Skalar multiplizieren .

De�nition 5.1. Unter der Summezweier Vektoren verstehenwir denjenigenVektor, der sich
ergibt, wenn der zweiteVektor so verschoben wird, dassder neueFu�punkt mit dem Endpunkt
deserstenVektors •ubereinstimmt und die Summeals Fu�punkt denFu�punkt deserstenVektors
hat und als Endpunkt den neuen endpunkt deszweiten Vektors hat.

Schreibweise:~u + ~v.

~u

~v~u + ~v

De�nition 5.2. Es sei a ein Skalar (z.B. a 2
�

) und ~v ein Vektor. Unter dem skalar en
Vielfachen von a und ~v verstehenwir den Vektor, der die gleicheRichtung wie ~v hat, wenn
a > 0 ist und die entgegengesetzteRichtung, wenn a < 0 und die L•angehat: jaj � (L•angevon ~v).

Skalarmultiplikation { Schreibweise:a � ~v�

5.3 Nullv ektor

Damit ~u + ~v f•ur alle Vektoren de�niert ist, muss ein Vektor existieren mit der L•ange 0. Be-
zeichnung: ~0.

(� 1) � ~v =: � ~v ~v + (� ~v) = 0 = ~v � ~v
� Die Schreibweise ~v � a ist nicht •ublic h.
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Satz 5.3. F•ur beliebigeSkalare a; b und beliebigeVektoren ~u;~v; ~w gelten:

a) (~u + ~v) + ~w = ~u + (~v + ~w) (Assoziativit•at)

b) ~u + ~v = ~v + ~u (Kommutativit•at)

c) ~u + ~0 = ~u

d) ~v + (� ~v) = ~0

e) (a + b) � ~v = a~v + b~v

f ) a � (~u + ~v) = a � ~u + a � ~v

g) (a � b) � ~u = a � (b� ~u)

h) 1 � ~u = ~u

Bew eis (Ansc haulic her Bew eis):

a)

� � � � � �*

~u

6~v
A

A
A

A
A

AK

~w

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��

~u + ~v + ~w

B
B

B
B

B
B

B
B
BM

~v + ~w

�
�

�
�

�
��

~u + ~v

(~u + ~v) + ~w = ~u + (~v + ~w)

b)
~v

~u

~u
~v

~u + ~v = ~v + ~u

c) klar

d) klar

e) folgt aus
�

f ) folgt aus
�

g) klar

h) Strahlensatz anwenden:
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~u a � ~u

~v

a � ~v

5.4 Vektoren und rechtwinkliges Ko ordinatensystem

Gegeben in der Ebeneein rechtwinkliges Koordinatensystem

x

y

~v

P

0
Fu�punkt

b

a

Der Vektor mit dem Endpunkt P hei�t Ortsv ektor von P (Schreibweise:
�!
0P)

a hei�t x-Koordinate von
�!
0P, b hei�t y-Koordinate von

�!
0P. Man schreibt dann ~u = (a; b).

Es gilt: ~u = (a; b); ~v = (a0; b0)
~u + ~v = (a + a0; b+ b0)

c � ~u = (c � a; c � b)
(in

� 3 gilt ~u = (a; b;c))

5.5 Die Norm eines Vektors

Sei ~u ein Ebenenvektor. Dann soll jj~ujj genau die
"
Norm von ~u\, die L•ange von ~u sein. Gilt

~u = (a; b) in einem gegebenen rechtwinkligen Koordinatensystem, dann gilt nach Pythagoras
jj~ujj =

p
a2 + b2.

5.6 Das Skalarpro dukt zweier Vektoren

F•ur Vektoren ~u und ~v soll mit hu; vi das Skalarprodukt von ~u und ~v bezeichnet werden, das
wie folgt de�niert ist:

h~u; ~vi := jj~ujj � jj~vjj � cos'

wobei ' dem Winkel zwischen ~u und ~v, ausgehendvon ~u nach ~v bezeichnet.
h~u; ~ui = jj~ujj2 � 1 � 0 (positiv de�niert)
~u ? ~v ) h~u;~vi = 0

Lemma 5.4. Es seien ~u = (a; b) und ~v = (a0; b0) Ebenenvektoren in einem rechtwinkligen
Koordinatensystem. Dann gilt

h~u; ~vi = a � a0+ b� b0:
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x 5 Der Begri� desVektors, De�nition desVektorraums

Bew eis:

~v

~u'

' 1

' 2

Abbildung I I.1: zum Beweis von Lemma 5.4

' = ' 2 � ' 1

h~u; ~vi = k~uk � k~vk � cos'

= k~uk � k~vk � cos(' 2 � ' 1)

= k~uk � k~vk � (cos' 2 � cos' 1 + sin ' 2 � sin ' 1)

= k~uk � k~vk �
�

a0

k~vk
�

a
k~uk

+
b0

k~vk
�

b
k~uk

�

= a � a0+ b� b0

k~vk � cos' 2 = a0 k~vk � sin ' 2 = b0

k~uk � cos' 1 = a k~uk � sin ' 1 = b

(In
� 3 gilt h~u; ~vi = a � a0+ b� b0+ c � c0)

5.7 Der Begri� des Vektorraums

De�nition 5.5. Es sei K ein beliebiger K•orper. Unter einem Vektorraum •uber K verstehen
wir eine nichtleere Menge V zusammenmit einer Verkn•upfung in V und einer Abbildungvon
K � V 7! V .

Schreibweise:~u;~v 2 V; a; b 2 K ; ~u + V ~v; a �Sk ~u { + V Vektoraddition und �Sk Skalarmulti-
plikation, so dassfolgendeEigenschaftengelten:

V1) + ist assoziativund kommutativ

V2) Es gibt einen Nullvektor in V :
�!
0V mit ~u + V

�!
0V = ~u

V3) (8~u 2 V)(9~u0 2 V )(~u + V ~u0 =
�!
0V ) (Inverses)

V4) Es gilt das linke Distributivgesetz: (a + b) �Sk ~u = a � ~u + V b� ~u

V5) Es gilt das rechte Distributivgesetz: a � (~u + ~v) = a � ~u + a � ~v

V6) �Sk ist assoziativ ((a � b) �Sk ~u = a �Sk (b �Sk ~u))

V7) F•ur 1K 2 K gilt 1K � ~u = ~u

35



Kapitel I I Vektorr•aume und lineare Gleichungssysteme

Bemerkungen 5.6.

1) Die Vektoren in
� 2 und

� 3 zusammenmit
�

bilden einen
�

-V ektorr aum (Beweis: Satz
5.3)

2) Jeder K•orper ist ein Vektorraum •uber sich selbst.

3) Die Elemente aus V hei�en Vektoren und die aus K Skalare.

4) V { Vektorraum •uber K :
�
V; (K ; �K ; + K )

0K

; + V ; �Sk
�!
0V

�

5)
�!
0V ist eindeutig bestimmt

6) (8~u 2 V)(9!~v 2 V )(~u + ~v =
�!
0V ), Schreibweise� ~u(= ~v)

7) Vielfaches eines Vektors:

� � V 3 (m; ~u) 7! m � ~u

Satz 5.7 (Nullteilerfreiheit in V ). Es sei V ein Vektorraum •uber K . F•ur a 2 K und ~v 2 V
gilt

a � u =
�!
0V , a = 0 oder ~u = ~0:

Bew eis:
( = Nach V4) gilt 0 � ~v = (0 + 0) � ~v = 0 � ~v + 0 � ~v.

0 � ~v � 0 � ~v = (0 � ~v + 0 � ~v) � 0 � ~v

~0 = 0 � ~v

Nach V5, V2: a � ~0 = a � (~0 + ~0) = a � ~0 + a � ~0.

a � ~0 = a � ~0 + a � ~0 j � a � ~0

a � ~0 � a � ~0| {z } = (a � ~0 + a � ~0) � a � ~0

~0 = a � ~0 + (a � ~0 � a � ~0)

~0 = a � ~0

=) Sei a � ~v = ~0. Ist a = 0, dann ist die Behauptung bewiesen. Angenommena 6= 0 y 1
a

existiert (weil K K•orper):
1
a � (a~v) =

V 6
( 1

a � a) � ~v = 1 � ~v = ~v

1
a � ~0 =

( =
~0 y ~v = ~0

Satz 5.8. Es sei V ein Vektorraum •uber K . Dann geltenf•ur alle m; n 2 � ; ~v; ~w; ~v1; : : : ; ~vn ; ~w1; : : : ; ~wn 2
V; a 2 K :

1.) (i) � (� ~v) = ~v

(ii) � (~v + ~w) = � ~v � ~w

(iii) ~0 � ~v = � ~v
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(iv) � (~v � ~w) = ~w � ~v

(v)
mP

i =1
(~vi � ~wi ) =

mP

i =1
~vi �

mP

i =1
~wi (m < 1 :

mP

i =1
~v0 := ~0V )

2.) (vi) m � ~0 = ~0

(vii) (m + n) � ~v = m � ~v + n � ~v

(viii) m � (~v + ~w) = m � ~v + m � ~w

(ix) (m � a) � ~v = a � (m � ~v) = m � (a � ~v)

3.) (x) a � (� ~v) = (� a) � ~v = � (a � ~v)

4.) (xi) a � ~v = a � ~w , a = 0 oder ~v = ~w

Bew eis:
Die Gruppen 1), 2) und 3) gelten, da die gleichen Axiome wie bei + K erf•ullt sind.

Bew eis zu (xi) � a = 0 _ ~v = ~w { Voraussetzung:a = 0 y
a � (~v � ~w) = a � ~v � a � ~w = 0 _ (~v = � ~w)
Satz 5.7 y a = 0 oder ~v � ~w = 0 y ~v = ~w

Bemerkungen

� Die Schreibweise: � a � ~v ist eindeutig, da nach (x) � (a � ~v) = (� a) � ~v.

� Beispielevon Vektorr•aumen:

{ K •uber sich selbst

{
�

•uber
�

(wichtig!)

{
�

•uber �

{
�

•uber �

5.8 Die Vektorr •aume K n

Sind X 1; : : : ; X n Mengen,dann soll X 1 � X 2 � � � � � X n dasn-fache Kreuzprodukt der Mengen
X 1; : : : ; X n bedeuten:

X 1 � X 2 � � � � � X n :=
�

: : :
�
(X 1 � X 2) � X 3

�
� X 4 � � � � X n

�

Die Elemente von X 1 � � � � � X n hei�en n-Tupel. Es gibt zwei Schreibweisenf•ur die n-Tupel:

�
"
Zeilenschreibweise\:

(x1; x2; : : : ; xn ) 2 X 1 � � � � � X n

�
"
Spaltenschreibweise\:

0

B
B
B
@

x1

x2
...

xn

1

C
C
C
A

� Erg•anzungen zu diesem Beweis bitte an vitt@informatik.hu- berli n.de .
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Zwei Tupel sind gleich, wenn die Komponenten paarweisegleich sind:

(x1; x2; : : : ; xn ) = (x0
1; x0

2; : : : ; x0
n ) , x1 = x0

1 ^ x2 = x0
2 ^ � � � ^ xn = x0

n

Satz 5.9. Es sei K ein K•orper. Dann ist K n die Mengealler Spalten-n-Tupel ausK � K � � � � � K| {z }
n -fach

(:=

K n ), d.h.

K n :=

8
>>><

>>>:

0

B
B
B
@

x1

x2
...

xn

1

C
C
C
A

: x i 2 K ; 1 � i � n

9
>>>=

>>>;

zusammenmit der Verkn•upfung

0

B
@

a1
...

an

1

C
A +

0

B
@

b1
...

bn

1

C
A :=

0

B
@

a1 + b1
...

an + bn

1

C
A

und der Abbildung

a �

0

B
@

a1
...

an

1

C
A :=

0

B
@

a � a1
...

a � an

1

C
A

bilden einen Vektorraum.

Bew eis:
V1) folgt aus den Eigenschaften f•ur + K , wie zum Beispiel die Kommutativit•at:

0

B
@

a1
...

an

1

C
A +

0

B
@

b1
...

bn

1

C
A =

lt. Def.

0

B
@

a1 + b1
...

an + bn

1

C
A =

0

B
@

b1 + a1
...

bn + an

1

C
A =

0

B
@

b1
...

bn

1

C
A +

0

B
@

a1
...

an

1

C
A

V2)

0

B
@

0K
...

0K

1

C
A

V3)

0

B
@

� a1
...

� an

1

C
A

V4) (a + b) �

0

B
@

a1
...

an

1

C
A =

0

B
@

(a + b) � a1
...

(a + b) � an

1

C
A =

0

B
@

a � a1 + b� a1
...

a � an + b� an

1

C
A = a �

0

B
@

a1
...

an

1

C
A + b�

0

B
@

a1
...

an

1

C
A

V5) Beweis analog zu V4)

V6) klar
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V7) 11K �

0

B
@

a!
...

an

1

C
A =

0

B
@

1K � a1
...

1K � a1

1

C
A =

0

B
@

a1
...

an

1

C
A

De�nition 5.10. Der Vektorraum von Satz5.9 hei�t n-dimensionaler Spaltenvektorr aum
•uber K.

Beispiel: (
�

2)2 :
��

1
0

�
+

�
0

� 1

��
+

�
1
1

�
=

�
1

� 1

�
+

�
1
1

�
=

�
2
0

�
=

�
0
0

�

� 3 :

0

@
i +

p
3

2
� 5i

1

A +

0

@
�

p
3 + i 2

� 3ip
2

1

A =

0

@
� 1 + i
2 � 3ip
2 � 5i

1

A
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x 6 Un terv ektorr •aume

Es sei K ein K•orper und V ein Vektorraum •uber K .

De�nition 6.1. Eine TeilmengeK von V hei�t Untervektorr aum von V (Teilvektorraum
von V ), wenn folgendeBedingungenerf•ullt sind:

U1) U ist nicht leer.

U2) (8~u; ~v 2 U)(~u + ~v 2 U) (U ist abgeschlossenbez•uglich der Addition)

U3) (8~u 2 U)(8a 2 K )(a � ~u 2 U) (U ist abgeschlossenbez•uglich der Skalarmultiplikation)

Satz 6.2. F•ur eine nichtleere TeilmengeU � V sind folgendebeiden Aussagen•aquivalent:

(i) U ist ein Untervektorraum von V .

(ii) (8~u; ~v 2 U)(8a; b 2 K )(a � ~u + b� ~v 2 U)

Bew eis:
(i ) =) (ii ) Gegeben seien~u; ~v 2 U und a; b 2 K . Dann gilt nach U3) a � ~u 2 U und b� ~v 2 U

und somit nach U2) a � ~u + b� ~v 2 U.

(i ) ( = (ii ) U1) gilt nach Voraussetzung

U2) gilt, weil 1 � ~u + 1 � ~v 2 K

U3) Es seien~u 2 U;a 2 K . Es gilt a � ~u = a � ~u + 0 � ~u 2 U. Somit gilt U3.)

Korrollar 6.3. Ist U ein Untervektorraum von V , dann gilt:

~0 2 U und ~u 2 U ) � ~u 2 U :

Bew eis:
U 6= ; . Sei ~u 2 U. Dann gilt: (� 1) � ~u 2 U; (� 1) � ~u = � ~u. Somit � ~u 2 U. ~0 = ~u + (� ~u) 2 U

Hin weis Aus Korrollar 6.3 folgt, dasseine nichtleere TeilmengeU von V kein Untervektor-
raum ist, wenn ~0V =2 U.

De�nition: Ist X eine Menge und � eine Verkn•upfung in X und Y � X , dann soll �
�
�
Y die

Abbildung � eingeschr •ankt auf Y bedeuten.

Korrollar 6.4. Es sei U ein Untervektorraum von V . Dann ist U zusammenmit + V
�
�
U und

�Sk
�
�
K � U ein Vektorraum.

Korrektheit:
~u; ~u0 2 U ) ~u + ~u0 2 U gilt wegenU2).

~0 2 U;~u 2 U ) a � ~u 2 U wegenU3).

�!
0U =

�!
0V ; � ~u(in U) = � ~u(in V)
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Beispiel: V :=
� 2 und U sei gleich

��
a1

a2

�
: a1; a2 2

�

; 2 � a1 � 3 � a2 = 0
�

.

U ist ein Untervektorraum von V:

U1) U 6= ; wg.
�

0
0

�
2 U

U2)
�

a1

b1

�
2 U;

�
a2

b2

�
2 U

�
a1

b1

�
+

�
a2

b2

�
=

�
a1 + a2

b1 + b2

�

2 � (a1 + a2) � 3 � (b1 + b2) = 2a1 � 3b1| {z }
0

+ 2a2 � 3b2| {z }
0, weil 2 K

= 0

U3) Es sei c 2
�

;
�

a
b

�
2 U. Zu zeigenist, dassc �

�
a
b

�
2 U. c �

�
a
b

�
=

�
a � c
b� c

�

2 � a � 3 � b = 0 (weil
�

a
b

�
2 U)

c � (2 � a � 3 � b) = 0

2ac � 3bc= 0 y
�

ac
bc

�
2 U

Beispiel 2: V =
� 3 und M die Teilmenge

8
<

:

0

@
a1

a2

a3

1

A 2 R3 : a3 � 0

9
=

;
.

M ist kein Untervektorraum von
� 3, weil die (notwendige) Bedingung (sieheKorrollar 6.3

~x 2 M ) � ~x 2 M nicht erf•ullt ist (

0

@
1
1
1

1

A 2 M , aber

0

@
� 1
� 1
� 1

1

A =2 M .

6.1
� 2;

� 3 und ihre Un terv ektorr •aume

Untervektorr•aumevon
� 2 sind f ~0g (trivialer Untervektorraum), alle Vektormengen,die in der

Ebeneeine Gerade bilden, die durch den Nullpunkt geht (echte Untervektorr•aume), sowie
� 2

selbst (unechter Untervektorraum).

Untervekto
rra

um

kein Untervektorraum

Untervektorr•aumevon R3 sind f ~0g (trivial), Geradendurch denUrsprung (eindimensional),
Ebenendurch den Ursprung (zweidimensional) sowie

� 3 (dreidimensional).
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x 7 Lineare Gleic hungssysteme

Es sei K ein K•orper.

De�nition 7.1. Es seien m; n 2
�

. Unter einem Linearen Gleichungssystemvon m Glei-
chungenund n Unbekanntenverstehenwir ein Schemader Gestalt

G :

a11 � x1 + a12 � x2 + � � � + a1n � xn = b1

a21 � x1 + a22 � x2 + � � � + a2n � xn = b2
...

am 1 � x1 + am 2 � x2 + � � � + am n � xn = bm

(� )

Die klassischeAufgabenstellungf•ur ein gegebenesLinearesGleichungssystembesteht darin,
alle L•osungenx1; x2; : : : ; xn 2 K zu �nden oder zu beweisen,dasseseine L•osunggibt.

Summensc hreib weise f•ur Lineares Gleic hungssystem ( � )

G :
nX

j =1

aij � x j = bj ; 1 � i � m (� )

De�nition 7.2. Gegeben sei ein Lineares GleichungssystemG der Gestalt (� ).

a) Die Elemente ai j ; 1 � i � m; 1 � j � n hei�en Ko e�zienten von G.

b) ein Spaltenvektor

0

B
@

c1
...

cn

1

C
A 2 K n hei�t L•osungsvektor(kurz: L•osungsvektorvon G), wenn

nX

j =1

ai j � cj = bj f•ur alle i mit 1 � i � m :

Wir schreiben:

L (G) = f ~x 2 K n : ~x ist L•osungvon Gg : (� )

c) Das Lineare GleichungssystemG hei�t l•osbar , wenn L(G) 6= ; .

d) G hei�t homo gen, wenn alle bi = 0.

e) Das Lineare Gleichungssystem

G0 :
nX

j =1

ai j � x j = 0; 1 � i � m

hei�t das zu G aus (� ) geh•orende homo gene� Line ar e Gleichungssystem (Homo ge-
nisierung von G)

� nicht homogen hei�t inhomogen
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Beispiel 1 Es sollen alle L•osungenvon G1:

2 � x1 � 3 � x2 + 5 � x3 = 1 (1)

4 � x1 + 7 � x2 � x3 = � 2 (2)

in
�

gefundenwerden.

20x1 + 35x2 � 5x3 = � 10 j5 � (2) (20)

22x1 + 32x2 = � 9 j(1) + (20) (3)

32x2 = � 9 � 22x1 j : 32

x2 = �
9
32

�
11
16

x1 x1 explizit (30)

4x1 �
21
32

�
77
16

x1 � x3 = � 2 jx2  (2) (4)

x3 =
1
32

�
13
16

x1 x1 explizit

L (G1) =

8
<

:

0

@
x1

� 9
32 � 11

16 x1
1
32 � 13

16 x1

1

A : x1 2
�

9
=

;

=

8
<

:

0

@
0

� 9
32
1
32

1

A +

0

@
x1

� 11
16 x1

� 13
16 x1

1

A : x1 2
�

9
=

;

=

8
<

:
1
32

�

0

@
0

� 9
1

1

A +
x1

16

0

@
11

� 11
� 13

1

A : x1 2
�

9
=

;

=

8
<

:
1

32]

0

@
0

� 9
1

1

A + x �
1

0

@
16

� 11
� 13

1

A : x �
1 2

�

9
=

;
x �

1 :=
x1

16

=

8
<

:
1
32

0

@
0

� 9
1

1

A + � �

0

@
16

� 11
� 13

1

A : � 2
�

9
=

;

Beispiel 2 F•ur ein beliebiges� 2
�

sei G� das Lineare Gleichungssystem:

x1 � 2x2 = 1 (5)

3x1 + 4x2 = � (6)

� 2x1 � 5x2 = � 1 (7)

� ist der Parameter im Schema G� .

2x1 � 4x2 = 2 j 2 � (5) (50)

3x1 + 4x2 = � j (50) + (6) (8)

x1 =
2 + �

5

� 9x2 = 1 j (50) + (7)

x2 = �
1
9
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Wenn es eine L•osung gibt, dann
� � +2

5
� 1

9

�
. Wir versuchen, den Parameter � zu bestimmen,

indem wir die Komponenten diesesVektors in eineGleichung desSystemseinsetzen,und zwar
in (6):

3 �
�

2+ �
5

�
+ 4

�
� 1

9

�
= �

6
5

+
3�
5

�
4
9

= �

54
45

�
20
45

=
2�
5

34
45

=
2�
5

17
9

= �

Daraus folgt: Die L•osungsmengeL(G� ) = ; , wenn � 6= 17
9 ; wenn � = 17

9 , dann ist L (G� ) =� � � +2
5

� 1
9

� �
=

� � 7
9

� 1
9

� �
.

G0
� { Homogenisierung von G� :

x1 � 2x2 = 0

3x1 + 4x2 = 0

� 3x1 � 5x3 = 0

L(G0
� ) =

n �
0
0
1

�o
�

Hin weis: Die L•osungstechnik (f•ur Lineare Gleichungssysteme),die Unbekannten schritt weise
zu eliminieren, hei�t das Gau�sc he Eliminationsv erfahren .y

(x1 : : : xn )
| {z }

m Gleic hungen

) (x2 : : : xn )
| {z }

m � 1 Gleic hungen

) (x3 : : : xn )
| {z }

m � 2 Gleic hungen
8
><

>:

(m < n) (xm : : : xn )
| {z }
1 Gleic hung

(m � n) m � n Gleichungen mit 1 (???)

z.B. 0 � x = 2 : L = ;

z.B. 0 � x = 0 : L =
�

7.1 Vektorr •aume und Lineare Gleic hungssysteme

Satz 7.3. Es sei G das homogeneLineare Gleichungssystem:

nX

j =1

aij � x j ; 1 � i � m

in K (n Unbekannte,m Gleichungen). Dann ist L (G) ein Untervektorraum in K n . Man nennt
L (G) auch L•osungsr aum von G in K n .

� Der Beweis war Hausaufgabe. Wenn den jemand vermisst, m•oge er/sie/es ihn machen, LATEXen und mir
schicken (vitt@informatik).

y Mehr zu diesem Thema demn•achst in diesem Kino, genauer gesagt in x 15 ab Seite 89.
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x 7 Lineare Gleichungssysteme

Bew eis:
Anwendung von Satz 6.2 (Seite 40)

Bew eis f•ur L (G) 6= ;

: Es gibt
mP

j =1
aij : : : 0 = 0. Somit ist

 
0
...
0

!

2 L (G).

Es seiena; b 2 K und ~x =

 x 1

...
x n

!

und ~y =

 y1

...
yn

!

aus L (G). Dann ist noch zu zeigen,dass

a � ~x + b� ~y 2 L(G):

nX

j =1

aij � (a � x j + b� yj ) = a �
nX

j =1

aij � x j

| {z }
=0

+ b�
nX

j =1

aij � yj

| {z }
=0

= 0

De�nition 7.4. Ist G ein homogenesLineares Gleichungssystem,dann hei�t der Nullvektor 
0
...
0

!

2 K n triviale L•osung (Nul l•osung)

Satz 7.5. Gegeben sei ein Lineares GleichungssystemG gleich

mX

j =1

aij � � � � x j = bj ; 1 � i � n

und G0 die Homogenisierungvon G. Ist ~v 2 L(G), dann gilt

L (G) =
�
~v + ~x : ~x 2 L(G0)

	
(7.1)

Bew eis:

~v =

 v1

...
vn

!

. Sei~y :=

 y1

...
yn

!

2 K n . Dann gibt esgenaueinenVektor ~x =

 x 1

...
x n

!

mit ~y = ~v + ~x,

n•amlich ~x = ~y � ~v.

Dann gilt
nP

j =1
aij � i=j =

nP

j =1
aij (~vj + x j ) =

nP

j =1
aij � ~vj +

nP

j =1
aij � x j = bj +

mP

j =1
aij x j .

~y 2 L (G) , ~x 2 L(G0), somit gilt die Behauptung.

Korrollar 7.6. Ein Lineares GleichungssystemG hat h•ochstenseine L•osung genau dann,

wenn L(G0) =

( 
0
...
0

! )

.

Bew eis:
Sind �!v 1; �!v 2 2 L(G), dann gilt nach Satz 7.5 �!v 1 � �!v 2 2 L(G0). �!v 1 � �!v 2 = ~0 y �!v 1 = �!v 2.

L (G) erh•alt man, indem man einespezielle(partikul•are) L•osungvon G nimmt und zu dieser
die allgemeineL•osungvon G0 addiert.
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L(G
0 )

L (G
0 )

~x

~v

~x
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x 8 Lineark ombinationen und Erzeugendensysteme

In diesemParagraphenbezeichnet K einen K•orper und V einen Vektorraum •uber K .

De�nition 8.1. Es seien m 2
�

und ~v1; : : : ; ~vm Vektoren.

a) Eine Line arkombination von ~v1 ; : : : ; ~vm ist ein Vektor der Gestalt

mX

i =1

ai � ~vi (8.1)

wobei a1; : : : ; am 2 K . Die ai hei�en Koe�zienten der Linearkombination (8.1).

Hinweis:

Die Vektoren ~v1; : : : ; vm brauchennicht verschieden zu sein.

Beispiel:

~v1 = ( 2
1 );~v2 =

�
� 1
3

�
; ~v3 = ( 3

1 )
a1 = 3; :a2

1
2 ; a3 = � 1

a1 � ~v1 + a2 � ~v2 + a3 � ~v4 =
� 5

2
7
2

�

b) Eine Linearkombination hei�t trivial , wenn alle Koe�zienten 0 sind.

c) Ein Vektor ~v hei�t Linearkombination von ~v1; : : : ; ~vm , wenn es Elemente a1; : : : ; am 2 K

gibt, so dass~v =
mP

i =1
ai � ~vi .

De�nition 8.2. Sei M eine Teilmengevon V .

Lin( M ) :=

(
mX

i =1

ai � ~vi : m 2
�

; ~vi 2 M ; ai 2 K

)

:=
n�!

0V

o
; wenn M = ;

Die Lineare H•ulle Lin( M ) ist die Menge aller m•oglichen Linearkombinationen mit Vektoren
aus M (und beliebigenKoe�zienten).

Satz 8.3. F•ur jede Untermenge M von V ist Lin( M ) ein Untervektorraum von V , der M
enth•alt.

Bew eis:
klar f•ur M = ; .

Sei M 6= ; . Ist ~v 2 M , dann gilt ~v = 1 � ~v 2 Lin( M ). Somit M � Lin( M ).
Es seien~v; ~w 2 Lin( M ) und a; b 2 K . Zu zeigenist, dassa � ~v + b� ~w 2 Lin( M ).

~v =
mX

i =1

ai � vi ; ~w =
nX

j =1

bj � ~wj ; ~vi ; ~wj 2 M ; ai ; bj 2 K

a � ~v + b� ~w = a �
mX

i =1

ai � ~vi + b�
nX

j =1

bj � ~wj =

= a � (a1 � ~v1 + � � � + am � ~vm ) + b� (b1 � ~w1 + � � � + bn � ~wn )

= (a � a1) � ~v1 + � � � + (a � am ) � ~vm + (b� b1) � ~w1 + � � � + (b� bn ) � ~wn 2 Lin( M )
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Wir sagenzu Lin( M ) der von M erzeugteUntervektorraum von V oder der von M aufge-
spannte Untervektorraum oder die lineare H •ulle von M . Ist M endlich, M = f ~v1; : : : ; ~vm g,
dann schreibt man auch Lin( v1; : : : ; vm ) f•ur Lin( f ~v1; : : : ; ~vm g).

Satz 8.4. Lin( M ) ist der kleinste Untervektorraum von V , der M enth•alt.

Bew eis:
Nach Satz 8.3 ist Lin( M ) Untervektorraum und M � Lin( M ).

Sei K ein Untervektorraum mit M � U. Zu zeigen: Lin( M ) � U.
Ist ~v eine Linearkombination aus M , dann gilt ~v 2 U, wegenKorrolar 6.3 (Beweis: induk-

tiv).

Satz 8.5 (Eigensc haften der linearen H •ulle). a) Lin( ; ) = Lin(~0) = f ~0g

b) M = f ~v1; : : : ; ~vm g, dann gilt Lin(~v1; : : : ; ~vm ) =
�

mP

i =1
ai ~vi : ai 2 K

�

c) Lin(~v) = K � ~v := f a � ~v : a 2 K g

d) M � Lin( M )

e) M � M 0 ) Lin( M ) � Lin( M 0) (Monotonie)

f ) M ist ein Untervektorraum , M = Lin( M )

g) Lin(Lin( M )) = Lin (M )

h) M � Lin( M 0) ) Lin( M ) � Lin( M 0)

Bew eis:
1. Lin( ; ) =

n
~0

o
(nach De�nition) =

n
a � ~0 : a 2 K

o
=

n
~0

o

2. Ist ~v 2 Lin( M );~v =
kP

j =1
aij � ~vij , so gibt eszwei M•oglichkeiten:

� k < m : ~v =
kP

j =1
aij � ~vij +

P
0 � ~v" ~v" : Restliche Vektoren aus M

� K > m, dann treten dieselben Vektoren mehrfach auf. � � �+ ai �~vi + � � �+ aj �~vi + � � � =
+ � � � + (ai + aj ) � ~vi + : : : . Dann erh•alt man eine Linearkombination der L•angem.

3. Sieheb) f•ur m = 1

4. SieheSatz 8.3.

5. Lin( M 0) ist Untervektorraum mit M 0 � Lin( M 0) (siehe Satz 8.3). Aus M � M 0 folgt
M � Lin( M 0). Lin( M ) ist der kleinste Untervektorraum, der M enth•alt, wegenSatz 8.4
folgt Lin( M ) � Lin (M 0).

6. M = Lin( M ) ) M ist Untervektorraum nach 8.3.

M ist Untervektorraum ) M � M ^ M ist Untervektorraum ) Lin( M ) � M , nach 8.4
) Lin( M ) = M .

7. folgt aus f) und dem Fakt, dassLin( M ) ein Untervektorraum ist.

8. folgt aus 8.4, wenn Lin( M 0) = U gesetzt wird. (M � U;U ist Untervektorraum )
Lin( M ) � U)

48



x 8 Linearkombinationen und Erzeugendensysteme

Beispiel: Gegeben sei der Untervektorraum U � K n , gesucht: Minimales M � U mit
Lin( M ) = U.

In
� 3 •uber R sei U die Menge:

U =
n� a1

a2
a3

�
2

� 3 : a1 + a2 + a3 = 0
o

i) U ist Untervektorraum von
� 3

� U 6= ; , weil
�

0
0
0

�
2 U.

� a; b 2
�

; ~x = ( x 1 ;x 2 ;x 3 ); ~y =
� y1

y2
y3

�
2 U. z.Z.: a � ~x + b� ~y 2 U.

a � ~x + b� ~y =
�

a�x 1 + b�y1
a�x 2 + b�y2
a�x 3 + b�y3

�

a � x1 + b� y1 + a � x2 + b� y2 + a � x3 + b� y3 = a � (x1 + x2 + x3| {z }
0

)

| {z }
0

+ b� (y1 + y2 + y3| {z }
0

)

| {z }
0| {z }

0

= 0

ii) ~v1 =
�

1
� 1
0

�
; ~v2 =

�
1
0

� 1

�
spannenU auf.

~v1 2 U;~v2 2 U

Lin(~v1; ~v2) � U. Sei ~u =
� u1

u2
u3

�
2 U. u1 + u2 + u3 = 0 y

~u =
�

� u2 � u3
u2
u3

�
=

�
� u2
u2
0

�
+

�
� u3

0
u3

�

= (� u2) �
�

1
� 1
0

�
+ (� u3) �

�
+1
0

� 1

�
= (� u2) � ~v1 + (� u3) � ~v2 2 Lin(~v1; ~v2)

Also U � Lin(~v1; ~v2).

Zusammen: Lin(~v1; ~v2) = U.

De�nition 8.6. a) Ein Erzeugendensystem von V ist eine TeilmengeE � V mit Lin( E) =
V (

"
E spannt V auf\).

b) V hei�t end lich erzeugt , wenn ein ErzeugendensystemE von V existiert, das endlich ist.

Es soll gezeigtwerden, dassK n endlich ist.

De�nition 8.7. Es sei n 2
�

und 1 � j � n (j 2
�

). Dann hei�t der Spaltenvektor

~ej :=

0

B
B
B
B
B
B
@

0
...
1
...
0

1

C
C
C
C
C
C
A

j -te Komponente

der j -te Einheitsvektor von V .

Es ist klar, dassK n = Lin(~e1; : : : ; ~en ).

~a =

0

B
@

a1
...

an

1

C
A 2 K n ; ~a =

nX

i =1

ai � ~ei
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8.1 Durc hschnitte und Summen von Un terv ektorr •aumen

Es seienM und N Mengen. Dann bezeichnen:

M \ N den Durchschnitt von M und N :

f x j x 2 M und x 2 N g

M [ N die Vereinigung von M und N :

f x j x 2 M oder x 2 N g

M n N die Di�erenz der MengenM und N :

f x y x 2 M und x =2 N g

(Hat jemand Lust, die Venn-Diagrammezu malen?)

Satz 8.8. Sind U und U0 Untervektorr•aumevon V , dann ist U \ U0 auch ein Untervektorraum
von V .

Bew eis:
~v0 2 U;~v0 2 U0 y ~0 2 (U \ U0) y U [ U0 6= ~0.

~x; ~y 2 U [ U0; a; b 2 K y ~x; ~y 2 U y a � ~x + b� ~y 2 U
~x; ~y 2 U0 y a � ~x + b� ~y 2 U0 (weil U0 Untervektorraum).

Somit a � ~x + b� ~y 2 U \ U0.

Hin weis: U [ U0 ist im allgemeinenkein Untervektorraum. Es gilt: U [ U0 ist Untervektor-
raum , U � U0 oder U0 � U.

Bew eis:
( = trivial

=) (indirekt, : ( : )

AngenommenU 6� U0 und U0 6� U. Das heist es gibt ~v 2 U n U0 und ~w 2 U0 n U. Wir
zeigen~v + ~w =2 U [ U0.

Angenommen~v; ~w 2 U [ U0, so1�~v+ 1� ~ww 2 U [ U0. W•are~v+ w 2 UcupU0 y ~v+ ~w 2 U
oder ~v + ~w 2 U0, ~v + ~w 2 U y es gibt ~u 2 U mit ~v + ~w = ~u y ~w = ~u � ~v und somit
~w 2 U. Analog ~v + ~w =2 U0 y ~v + ~w =2 U [ U0.

Sind U und U0Untervektorr•aume,dann ist UnU0kein Untervektorraum, denn~v0 =2 UnU0.

De�nition 8.9. Es sei (M i ) i 2 I eine nichtleere Familie von Mengen, d.h. I 6= ; .
�
(M i ) i 2 I : I 7! X

�
; M i 2 X; i 2 I

Dann hei�t
\

i 2 I

M i := f x : x 2 M i f•ur jedes i 2 I g

der Dur chschnitt der Mengen M i ; i 2 I , und
[

i 2 I

M i := f x : x 2 M i f•ur wenigstensein i 2 I g

die Vereinigung der Mengen M i ; i 2 I .
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Satz 8.10. Ist (Ui ) i 2 I eine nichtleere Familie von Untervektorr•aumen, dann ist
T

i 2 I ein
Untervektorraum.

Bew eis:
(V•ollig analog zu 8.8)

Ist (M i ) i 2 I eine Familie von Mengenmit I 6= ; , aber endlich (I = f 1; 2; : : : ; ng):

\

i 2 I

M i := M 1 \ M 2 \ � � � \ M n

Satz 8.11. Sind U und U0 Untervektorr•aume von V , dann ist

U + U0 := f ~v 2 V j(9~u 2 U)(9~u0 2 U0)(~v = ~u + ~u0)g

ein Untervektorraum von V , der Summe von U und U 0genannt wird, und Lin( U [ U0) =
U + U0. (A lso ist U + U0 der kleinste Untervektorraum, der U und U0 umfa�t).

Bew eis:
U + U0 ist Untervektorraum. ~0 2 U;~0 2 U0 y ~0 = ~0 + ~0 y U + U0 6= ; . Es seien~u und
~v 2 U + U0 und a; b 2 K . Zu zeigenist noch, dassa � ~u + b� ~v 2 U + U0.

~u 2 U + U0 y ~u = ~u1 + ~u2; ~u1 2 U;~u2 2 U0. ~v = ~u + ~u0 y ~v = ~v1 + ~v2; ~v1 2 U;~v2 2 U0.
a � ~u + b� ~v = a � (~u1 + ~u2) + b� (~v1 + ~v2) =

(a � ~u1 + b� ~v1)
| {z }

2 U , weil U Un terv ektorraum

+ (a � ~u2 + b� v2)
| {z }

2 U 0

2 U + U0

b) z.Z. Lin( U [ U0) = U + U0

U � U + U0 ~u = ~u + ~0; ~u 2 U
~0 + U0 y ~u 2 U + U0. Analog U0 � U + U0. U [ U0 � U + U0 y Lin( U [ U0) � U + U0 wegen
a) und 8.3

Sei~v 2 u + u0; d:h:~v = ~u + ~u0; ~u 2 U;~u0 2 U0.
~v = 1 � ~u y ~v 2 Lin( U [ U0):
Da ~v beliebig aus U + U0 y U + U0 � Lin( U [ U0).

De�nition Zwei Mengen M und N hei�en disjunkt , wenn M \ N = ; . Sind U;U0 Unter-
vektorr•aume,dann gilt U \ U0 6= ; , weil ~0 2 U \ U0.

Satz 8.12. Es seien U und U0 Untervektorr•aume von V . Dann sind folgendeAussagen•aqui-
valent:

(i) JedesElement aus U + U0 ist eindeutig in der Form ~u + ~u0; ~u 2 U;~u0 2 U0 darstellbar.

(ii) F•ur jedes~u 2 U und ~u0 2 U0 gilt:

~u + ~u0 = ~0 ) ~u = ~u0 = ~0

(iii) U \ U0 = f ~0g

Bew eis:
Der Beweis erfolgt nach dem Schema des Ringbeweises, d.h. wir beweisen(i) ) (ii) ) (iii) ) (i) und
erhalten dadurch (i) � (ii) � (iii).

(i) ) (ii) Es gilt ~0 = ~0 + ~0;~0 2 U;~0 2 U0. Aus ~u + ~u0 = ~0 folgt, wegen(i) ~u = ~0; ~u0 = 0.
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(ii) ) (iii) Es sei ~u 2 U \ U0. Dann gilt ~u
2 U

+ (� ~u)
2 U 0

= ~0; ~u 2 U;~u 2 U0 ) � ~u 2 U0.

(iii) ) (i) Sei ~v 2 U + U0. ~v = ~u + ~u0; ~u 2 U;~u0 2 U0. Es gelte weiterhin ~v = ~u1 + ~u0
1; ~u1 2

U;~u0
1 2 U:. ~0 = ~v � ~v = (~u + ~u0) � (~u1 + ~u0

1) = (~u~u1)
2 U

+ (~u0 � ~u0
1)

2 U 0
.

~0 = (~u � ~u1) + (~u0 � ~u0
1) � (~u0 � ~u0

1)
| {z }

2 U

= (~u0 � ~u0
1| {z }

2 U 0

.

Da ~U \ U0 = f ~0g nach (iii) folgt � (~u � ~u1) = ~0 und ~u0� ~u0
1 = ~0[ ~u1 und ~u0 = ~u0

1, also (i).

De�nition 8.13. Sind U und U0 Untervektorr•aume von V und gilt U \ U0 = f ~0g (somit gilt
(i) und (ii) f•ur U und U0), dann hei�t U + U0 dir ekte Summe von U und U0. Daf•ur schreibt
man U � U 0.

Bemerkungen

� Man kann die Summezweier Untervektorr•aumeauf endlich viele Untervektorr•aumever-
allgemeinern. Sind U1; U2; : : : ; Un Untervektorr•aumevon V :

U1 + U2 + � � � + Un :=

(
nX

i =1

~ui : ~ui 2 Ui ; 1 � i � n

)

Es gilt

U1 + U2 + � � � + Un = Lin( U1 [ U2 [ � � � [ Un )

Beweis analog zu 8.3.

� Die direkte Summe zweier Untervektorr•aume kann ebenfalls auf endlich viele (speziel-
le) Untervektorr•aume verallgemeinert werden. Sind U1; U2; : : : ; Un Untervektorr•aume
(mit einer gewissenEigenschaft), dann sei U1 � U2 � � � � � Un die direkte Summe der
U1; U2; : : : ; Un .

U1 � U2 � � � � � Un existiert, wenn
 

nX

i =1

~ui = ~0; ~ui 2 Ui

!

) ~ui = ~0 (8.2)

(8.2) ist •aquivalent mit (i), d.h. jede Summe
nP

i =1
~ui ; ~ui 2 Ui ist eindeutig.

Die Bedingung (iii) ist nicht •aquivalent zu (8.2). D.h. U1 \ U2 \ U3 = f~ig 6) (8.2).
•Aquivalent zu (8.2) ist:

(8i; 1 � i � n)
h
Ui \ (U1 + U2 + � � � + Ui � 1 + Ui +1 + � � � + Un ) =

n
~0

o i
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x 9 Lineare Unabh •angigk eit, der Begri� der Basis

Es sei in diesemParagraphenK ein K•orper und V ein Vektorraum •uber K .

De�nition 9.1. Die Vektoren ~v1; : : : ; ~vm 2 V hei�en line ar unabh•angig , wenn f•ur alle
a1; : : : ; am gilt:

mX

i =1

ai � ~vi = ~0 ) a1 = a2 � � � = am = 0:

Die Vektoren hei�en linear abh•angig, wenn sie nicht linear unabh•angig sind.

Bemerkungen 9.2 (zu 9.1). 1. Ist unter ~v1; : : : ; ~vm der Nullvektor, dann sind v1; : : : ; vm

linear abh•angig.

Beweis:

Angenommen~vi = ~0. Dann gilt
mX

j =1
j 6= i

0 � vj + 1 � vi = ~0;

aber es gibt ein ai 6= 0.

2. Tritt ein Vektor mehrmals in ~v1; : : : ; vm auf, dann sind ~v1; : : : ; ~vm linear abh•angig.

Beweis:

Es gelte~vi = ~vj (i 6= j ).
mX

k=1
k6= i
k6= j

0 � ~vk

| {z }
~0

+ 1 � ~vi + (� 1) � ~vj
| {z }

~0

= ~0 nicht alle Skalare sind 0

3. ~v ist linear unabh•angig , ~v 6= ~0

4. Drei Vektoren in der Ebene sind immer linear abh•angig.

~u

~v~w1

~w
2

f ~v; ~w2; ~ug sind linear abh•angig. f ~v; ~w1g sind linear abh•angig. f ~v; ~w2g sind linear unabh•angig.

w1 = � � ~v. 1
6=0

� ~w1 + (� � ) � ~v = ~0.

a � ~v + b� ~w2 = ~0
a � ~v = (� b) � w2

Angenommena 6= 0: ~v = (� a
b ) � ~w2 - Widerspruch

weil dann ~v; ~w2 auf einer Geraden liegen w•urden.
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Beispiel: Es soll •uberpr•uft werden,ob die Vektoren ~v1 =
� 1+ i

1� i

�
; ~v2 =

�
� 2i +5

3

�
; ~v3 = ( 2

3i ) aus
V =

� 2 •uber
�

linear unabh•angig sind oder nicht.
Es gelte: a1 � ~v1 + a2 � ~v2 + a3 � ~v3 = 0:

�
a1 � (1 + i ) + a2 � (� 2i + 5) + a3 � 2

a1 � (1 � i ) + a2 � 3 + a3 � 3i

�
= 0

Hieraus folgt das lineare GleichungssystemG:

(1 + i ) � a1 + (� 2i + 5) � a2 + 2 � a3 = 0

(1 � i ) � a1 + 3 � a2 + 3i � a3 = 0

mit der L•osung

L(G) =

8
<

:

0

@
3
2 � (i � 1) � a2

a2

(i � 1) � a2

1

A

9
=

;

Also z.B. f•ur a2 = 1 und passendena1 und a3 erhalten wir a1 � ~v1 + 1 � ~v2 + a3 � ~v3 = ~0 und
a2 6= 0 y ~v1; ~v2; ~v3 sind linear abh•angig.

Lemma 9.3. Es seien v1; : : : ; vm 2 V .

a) Die Vektoren ~v1; : : : ; ~vm sind linear abh•angig gdw. ein i mit 1 � i � m existiert, so dass

~vi 2 Lin(~v1; : : : ; ~vi � 1; ~vi +1 ; : : : ; ~vm )

b) Sind ~v1; : : : ; ~vm linear unabh•angig und gilt f•ur ein ~v 2 V , dass~v1; : : : ; ~vm ; ~v linear abh•angig
ist, dann ist ~v eindeutig als Linearkombination darstellbar.

Bew eis:
a) ~v1; : : : ; ~vm linear abh•angig ) es gibt a1; : : : ; am 2 K , nicht alle 0, mit

P m
i =1 ai � ~vi = ~0.

Angenommenai 6= 0.
Dann gilt (� ai ) � ~vi =

P
j =1
j 6= i

aj � ~vj

~vi =
P m

j =1
j 6= i

�
� a j

a i

�
� ~vj .

Also ~vi 2 Lin(~v1; : : : ; ~vj � 1; ~vj +1 ; : : : ; ~vm ).

Gilt ~vi 2 Lin(~v1; : : : ; ~vj � 1; ~vj +1 ; : : : ; ~vm ) y
1 � ~vi =

P m
j =1
j 6= i

aj � ~vj y a1 � ~v1 + � � � + (� 1) � vi + � � � + am � ~vm = ~0, also ~v1 : : :~vm linear

abh•angig.

b) (Existenz)
~v1; : : : ; ~vm ; ~v linear abh•angigy Esgibt a1; : : : ; am ; a 2 K , nicht alle 0, mit

P m
i =1 ai �~vi + a�~v =

~0. W•are a = 0, dann mussein ai 6= 0 und
P m

i =1 ai � vi = ~0 existieren
y ~v1; : : : ; ~vm linear abh•angig, Widerspruch zur Annahme. Also a 6= 0
y a � ~v =

P m
i =1 ai � ~vi

y ~v =
P m

i =1
a i
a � ~vi , d.h. ~v 2 Lin (~v1; : : : ; ~vm ).

(Eindeutigkeit)
Es gelte ~v =

P m
i =1 ai � ~vi ; ~v =

P m
i =1 bi � ~vi y ~v � ~v =

P m
i =1 (ai � bi ) � ~vi = ~0.

Da v1 : : : vm linear unabh•angig y alle ai � bi = 0. Also (8i )(ai = bi ).
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De�nition 9.4. a) Eine TeilmengeM � V hei�t linear unabh•angig, wenn M 6= ; oder belie-
bige, endlich viele verschiedeneVektoren aus M linear unabh•angig sind.

b) Eine Teilmenge B � V hei�t Basis von V , wenn B linear unabh•angig ist und B ein
Erzeugendensystem� f•ur V ist.

Hin weis:

1. Die leere Menge ist Basis des Nullunterraums, da ; linear Unabh•angig laut De�nition

und Lin( ; ) :=
n

~0
o

2. Sei V der Vektorraum der 1-Tupel K 1 •uber K . Dann ist f•ur jedes(a) 2 K 1 f (a)g Basis
f•ur K 1 genaudann, wenn a 6= 0.

c � (a) = 0 , c � a = 0 , c = 0 oder a = 0

Bew eis:

Sei a 6= 0 und c � (a) = (a) y c =.
Sei b 2 K , so (b) �

�
b
a

�
� (a) f•ur b = 0

(b) = 0 � (a) f•ur b = 0
a = 0; (0) = 1 � (0) = (0) y linear abh•angig ) keine Basis.

Satz 9.5 (Basiskriterium). F•ur Vektoren ~v1; : : : ; ~vm 2 V sind folgendezwei Aussagen•aqui-
valent:

(i) B := f ~v1; : : : ; ~vm g ist eine Basis von V

(ii) Jedes~v 2 V ist eine eindeutigeLinearkombination der ~v1; : : : ; ~vm .

Bew eis:
(i) ) (ii) Es sei B eine Basis von V . F•ur ~v 2 V gilt ~v 2 Lin(~v1; : : : ; ~vm . Daraus folgt:

~v1; : : : ; ~vm ; ~v sind linear abh•angig (nach 9.3.a)) Nach 9.3.b) folgt: ~v ist eindeutig als
Linearkombination der ~v1; : : : ; ~vm darstellbar. Also gilt (ii).

(ii) ) (i) Da ~v 2 V eine eindeutige Darstellung hat, foglt ~v 2 Lin(~v1; : : : ; ~vm ). Im speziellen
gilt diesauch f•ur ~0. Es gilt immer ~0 =

P m
i =1 0�~vi und esgibt nur eineDarstellung. Somit

ist ~v1; : : : ; ~v2 linear unabh•angig.

9.1 Standardbasis von K n

Die Einheitsvektoren ~e1; : : : ; ~en bilden eineBasisvon K n , die Standardbasis von K n oder auch
kanonisc he Basis von K n genannt wird:

0

B
B
B
@

a1

a2
...

an

1

C
C
C
A

2 K n =
nX

i =1

ai � ~ei

� siehe De�nition 8.6 auf Seite 49
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x 9 Lineare Unabh•angigkeit, der Begri� der Basis

Beispiele:

1) In
� 2 ist zu •uberpr•ufen, ov ~v1 = ( 1

2 ) und ~v2 =
�

3
� 5

�
eine Basis bilden.

Sei~v =
� 2, d.h. ~v = ( a1

a2 ); a1; a2 2
�

.
Wir kontrollieren die Zahlenpaare,f•ur die gilt

~v = b1 � ~v1 + b2 � ~v2 : (1)

(1) gilt f•ur (b1; b2) genaudann, wenn

G :
b1 + 3b2 = a1

2b1 � b2 = a1

f•ur b1; b2 gilt.

b1 =
5a1 + 3a2

11
b2 =

2a1 � a2

11

f ~v1; ~v2g bildet eine Basis.

2) In
� 2 •uber

�

entscheide man, ob
��

1+ i
1� i

�
;
�

� 2i +5
3

�	
eine Basis bildet.

Antwort: Ja�

Lemma 9.6. Es sei E ein Erzeugendensystemvon V und B eine Teilmengevon E mit

� B ist linear unabh•angig

� Jede MengeF mit B � F � E und B 6= F ist linear abh•angig.

Dann ist B eine Basis von V .

Bew eis:
Zu zeigenist, dassLin( B ) = V (weil Lin( E) = V ).

Wenn Lin( B ) � E y Lin(Lin( B )
| {z }

E

) = V =) Lin( B ) = V .

z.Z.: E � Lin( B ).
Sei~v 2 E. Dann gilt f•ur F := B [ f ~vg

1. M•oglichkeit: F = B , d.h. ~v 2 B y ~v 2 Lin( B )

2. M•oglichkeit: F 6= B , d.h. ~v =2 B . Dann gilt ~v1; : : : ; ~vm ; ~v sind linear abh•angig (nach
Voraussetzung).Nach Satz 9.3.b) hei�t das: ~v 2 Lin( B ).

9.2 Vollst •andige Induktion

Das Prinzip der vollst •andigen Induktion

Es sei E eine Eigenschaft, die f•ur
�

sinnvoll ist, d.h. f•ur jedesn 2
�

gilt: n hat
die Eigenschaft E oder nicht.

Dann gilt:
Wenn E die beiden Eigenschaften hat

IA (Induktionsanfang) 1 hat die Eigenschaft E

IS (Induktionssc hritt) F•ur alle n 2
�

mit n > 1 gilt: Hat n � 1 die Eigenschaft
E (Induktionsannahme ), dann hat auch n die Eigenschaft E (Induktions-
behauptung ).

� Sehr befriedigend, nicht wahr? Ab er ich habe auch keine Lust, den Beweis zu f•uhren. Wenn ihn jemand
vermi�t, bitte AM S-LATEX-Datei an vitt@informatik.h u-berlin.de ;-)
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Beispiel: K sei ein K •urper, q 2 K ; q 6= 1.
Summenformelf•ur die endliche geometrische Reihe:

nX

i =0

qi =
1 � qn +1

1 � q

Bew eis (Induktion •ub er n):

IA: (n = 0)
0P

i =0
qi = 1� q0+1

1� q ? Ja, denn q0 = 1 = 1� q
1� q = 1:

IS: (n  n + 1)

Wir setzenvoraus:

nX

i =0

qi =
1 � qn + 1

1 � q

und zeigen

n +1X

i =0

qi =
1 � qn +2

1 � q
:

n +1X

i =0

qi =
nX

i =0

qi + qn +1 =
1 � qn +1

1 � q
+ qn +1 =

1 � qn +1 + (1 � q) � qn +1

1 � q
=

1 � qn +2

1 � q

Das Prinzip der stark en Induktion

Sei E eine Eigenschaft •uber
�

:

E (1)^�
(8k)(k � n ) E(k)) ) E (n + 1)

�

) 8n 2
�

(E (n))

Beide Prinzipien sind •aquivalent.

9.3 M •achtigk eit von Mengen

Ist M eineMenge,dann bedeutet jM j die M •achtigk eit von M oder die Kardinali-
t•at von M (Anzahl der Elemente). Ist M unendlich, dann schreibt man jM j := 1 .

jM j = n; n 2 M (M = ; ; jM j := 0); jM [ N j = jM j + jN j � jM \ N j �

� Hier ist zu beachten, dass bei unendlichen Mengen andere Rechenregeln gelten: 1 + 1 = 1 ; 1 + n =
1 ; 1 � 1 ist nicht de�niert.
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9.4 Der Austausc hsatz

Theorem 9.7 (Austausc hsatz). Es seienM eine endliche linear unabh•angigeVektormenge
und E ein Erzeugendensystemvon V .

Dann gibt es eine TeilmengeE 0 von E mit den Eigenschaften:

a) M [ E 0 ist ein Erzeugendensystem(von V ).

b) M \ E 0 = ;

c) jM j = jE n E 0j

d) jM [ E 0j = jE j

E 0

EM

F
jF j = jM n E j �

Bew eis:
d) folgt aus a) { c):

Angenommen,a) { c) gelten:

1.) jE 0j = 1 y jE j = 1 , weil E 0 � E und jM [ E 0j = jE j = 1 .

2.) E 0 { endlich y jM [ E 0j = y jM j + jE 0j � jM \ E 0j
=0

= jE n E 0j + jE 0j = jE j

(Sp ezialfall M � E ) De�niere E 0 := E n M

a) M [ E 0 = E y Erzeugendensystem

b) M [ E 0 = ; , nach De�nition von E.

c) jM j = jE n E 0j

(M beliebig) Beweis mittels Induktion •uber jM j.

IA: (n = 0)
Es gelte jM j = 0, d.h. M = ; . Dann gilt M � E , sieheSpezialfall.

IS: (n � 1 ! n)
Es gilt a) { c) f•ur alle M mit jM j = n � 1.
Es sei M eine Mengemit jM j = n.
Wenn M � E, sieheSpezialfall, andernfalls (M 6� E) gibt es ~u 2 M ; ~u =2 E. Sei
M 1 = M n f ~ug. jM 1j = n � 1.
Nach Induktionsvoraussetzunggibt esein E1, so dass

a1) M 1 [ E 0
1 Erzeugendensystem,

� Bei der Gra�k bin ich mir absolut nicht sicher, ob sie so richtig ist. Korrekturen oder Best•atigungen bitte an
vitt@informatik.hu- berlin .de . Danke. { T.

y weil E 0 und M endlich
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b1) M 1 \ E 0
1 = ; ,

c1) jM 1j = jE n E 0
1 j.

Aus a1 folgt, dass~u =
P r

i =1 ai ~ui +
P s

j =1 bj ~vj mit ~ui 2 M 1; ~vj 2 E 0
1; ai ; bj 2 K .

~u =2 M 1; f ~u1; : : : ; ~ur ; ~ug � M , M linear unabh•angig y ~u; ~u1"
: : : ; ~ur linear unabh•an-

gig. Nicht alle bj sind 0. W•aren alle bj = 0 y ~u 2 Lin( ~u1; : : : ; ~ur ), falsch (?) wegen(?)
der linearen unabh•angigkeit von ~u; ~u1; : : : ; ~ur .
Sei bj 6= 0. Sei E 0 := E 0

1 n f ~vj g(� E 0
1 � E ). Zu zeigen: M und E 0 erf•ullen a){c).

a) ~vj = 1
bj

� ~u �
P r

i =1 ai � ~ui �
P s

k=1
k6= j

bk � ~vk .

D.h. ~vj 2 Lin( M [ E 0).
Also M [ E 0

! = M [ E 0 [ f ~vj g � Lin( M [ E 0).
V = Lin( M 1 [ E 0

1) � Lin( M [ E 0
1) � Lin(Lin( M [ E 0)) = Lin( M [ E 0) � V y

V = Lin( M [ E 0).
b) zu zeigen: M \ E 0 = ; . Angenommen ~w 2 M \ E 0. Das heisst ~w 2 M

und ~w 2 E 0. ~w 2 E 0
1: Weil b1 gilt (M 1 \ E 0

1 = ; ) y ~w 2 M n M 1, d.h.
~w = ~u; ~u 2 M n E.
~u =2 E: E 0 � E , Widerspruch.

c) E n E 0 = E n E 0
1 [ f ~vj g, d.h. jE n E 0j = jE n E 0

1 j + 1 � =
Ind.V or.

(n � 1) + 1 = n.

(jM j = n, nach De�nition von n).

Korrollar 9.8. Es sei M eine linear unabh•angigeTeilmengeund E ein endliches Erzeugen-
densystemvon V. Dann ist M auch endlich und es gilt jM j � jE j.

Bew eis (indirekt):
W•are jM j > jE j, dann gibt esN � M , endlich, jN j > jE j. (Ist M endlich, dann w•are N = M .)
N w•are endlich und linear unabh•angig, E ein Erzeugendensystem.Somit gilt f•ur N und E
Satz 9.7. Dann gibt esE 0 � E jE j =

9.7;a )
jN [ E 0j � jN j > jE j, Widerspruch.

� weil ~vj nicht zu E n E 0
1 geh•ort

60



x 10 Die Dimension einesVektorraums

x 10 Die Dimension eines Vektorraums

Es sei V ein Vektorraum •uber K im gesamten Paragraphen.

Satz 10.1 (Basissatz). Es sei V eindlich erzeugt. Dann gilt

1. V besitzt eine Basis.

2. Sind M linear unabh•angig und E ein Erzeugendensystemmit M � E , dann gibt es eine
Basis B von V mit M � B � E .

3. Jede linear unabh•angigeMengeM kann zu einer Basis erweitert werden.

4. JedesErzeugendensystemE von V enth•alt eine Basis.

5. Jede Basis von V ist endlich.

6. Je zwei Basen von V besitzengleich viele Elemente.

Bew eis:
Da V endlich erzeugt ist, gibt esein p 2

�

und eine TeilmengeE 0 von V mit jE 0j = p und E 0

ist Erzeugendensystem.

b) Wegen 9.8 enth•alt jede linear unabh•angige Teilmenge von V h•ochsten p viele Elemente.
Wir betrachten eine Teilmenge M 0 von E, die linear unabh•angig ist, M � M 0 und die
gr•o�tm•ogliche Anzahl von Elementen besitzt (da dieseZahl f•ur M � p sein muss,existiert
ein solchesM ). Nach Satz 9.6 ist M 0 dann eine Basis.

c) folgt aus b) f•ur E := V .

d) folgt aus b) f•ur M := ; .

a) folgt aus b) f•ur M := ; ; E := V .

e) Eine Basis von V hat h•ochstensp viele Elemente (Satz 9.8), ist also endlich.

f) Es seienB und B 0 Basenvon V mit jB j = n; jB 0j = n0.
Da B linear unabh•angig und B 0 Erzeugendensystemist, folgt nach Satz 9.8 n � n0.
Da B 0 linear unabh•angig und B Erzeugendensystemist, folgt nach Satz 9.8 n0 � n.
Also n = n0.

De�nition 10.2. a) Sei V endlich erzeugt. Somit existiert eine Basis B , die endlich ist. jB j
hei�t Dimension von V . Schreibweise: dimK V (oder auch dim V ). (Ist V nicht endlich
erzeugt,dann schreiben wir dim V = 1 .)

b) Ein Vektorraum hei�t end lich-dimensional (bzw. er hat endliche Dimension), wenn er
endlich erzeugtist. (Im anderen Falle hei�t er unendlich-dimensional).

Korrollar 10.3. Sei V endlich-dimensional. F•ur eine beliebige Teilmenge B von V sind
folgendeAussagen•aquivalent:

(i) B ist eine Basis von V .

(ii) B ist maximal linear unabh•angig (d.h. keine echte Obermengevon B ist linear unabh•an-
gig).

(iii) B ist ein minimales Erzeugendensystemvon V (d.h. jede echte Teilmengevon B ist kein
Erzeugendensystem).

61



Kapitel I I I BaseneinesVektorraums, lineare Abbildung

Bew eis:
(i) ) (ii)

Sei B eine Basis. Somti ist B linear unabh•angig. Aus 10.1,c) gibt esB 0 mit B � B 0 und
B 0 ist Basis. Nach 10.1,f) gilt jB j = jB 0j. Da B endlich ist gilt B = B 0.

(ii) ) (i)

Sei B maximal linear unabh•angig. Nach 10.1,c) gibt es eine Basis B 0 mit B � B 0. Da
B 0 linear unabh•angig und B maximal folgt B = B 0.

(iii) ) (i)

Sei B ein minimales Erzeugendensystem.Nach 10.1.d) gibt eseineBasis B 0 � B . Da B 0

Erzeugendensystemund B minimal folgt B 0 = B .

(i) ) (iii)

Sei B Basis, dann ist B ein Erzeugendensystem.W•are B 0  B ein Erzeugendensystem,
dann g•abe es~v 2 B n B 0 mit ~v 2 Lin( B 0). Somit w•are B nicht linear unabh•angig. Also
gilt B n B 0 = ; y B = B 0.

Beispiele 10.4. a) ; { Basis f•ur f ~0g

b) V = K . Dann ist f 1K g eine Basis von V .

c)
�

ist Vektorraum •uber
�

: f 1; i g ist eine Basis.�

d) dimK K n = n, weil die Einheitsvektoren eine Basis bilden und esn viele solcher Vektoren
gibt.

e) U =
n� a1

a2
a3

�
2

� 3 : a1 + a2 + a3 = 0
o

Da ~v1 =
�

1
� 1
0

�
; ~v2 =

�
1
0

� 1

�
eine Basis f•ur U bilden gilt dim � U = 2.

Satz 10.5. Sei V endlich-dimensional, dim V = n und B eine Teilmenge von V . Von den
drei Aussagen

(i) B ist linear unabh•angig

(ii) B ist ein Erzeugendensystem

(iii) B besteheaus n vielen Elementen

implizieren je zwei die dritte Aussage. Alle drei zusammenergeben, dassB eine Basis von V
ist.

Bew eis:
Wegendim V = n hat jede Basis von V genaun viele Elemente. (i) und (ii) bedeuten,dassB
eine Basis ist. Somit B j = n, also gilt (iii).

(i) und (iii) implizieren (i): Aus (i) (und dim V < 1 ) und 10.1,c) folgt, esgibt eine Basis
B 0 � B . Dann B � B 0; jB j = n = jB 0j y B = B 0. B ist ein Erzeugendensystem,also (ii).

(ii) und (iii) gelten. Aus (ii) folgt nach 10.1,a) esgibt eineBasisB 0 � B . jB 0j = n = jB j y
B 0 = B . Somit ist B 0 linear unabh•angig, esgilt (i).

� Vorsicht mit den Komplexen Vektorr•aumen: dim ���

2 = 4, aber dim ���

2 = 2!
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Satz 10.6 (Steinitzsc her Austausc hsatz). Es sei dim V < 1 , B eine Basis und M eine
linear unabh•angige Menge von Vektoren. Dann existiert B 0 � B , so dassM [ B 0 eine Basis
ist und M \ B 0 = ; .

Bew eis:
Da B ein Erzeugendensystemist, gibt es nach 9.7 ein B 0 � B mit folgenden Eigenschaften:
B 0 \ M = ; , B 0 [ M ein Erzeugendensystemund jM [ B 0j = jB j = n. Nach 10.5 ist M [ B 0

eine Basis von V .

Satz 10.7. Sei p 2
� 0. Folgendebeiden Aussagensind •aquivalent:

(i) dim V < 1 mit dim V � p

(ii) Je p + 1 viele Vektoren aus V sind linear abh•angig.

Bew eis:
(i) ) (ii)

Es seien~v1; : : : ; ~vp+1 2 V . Wenn nicht alle verschieden sind, dann sind dieseVektoren
linear abh•angig (~v1 = ~v2; 1 � ~vn + (� 1) � ~v2 + 0 � ~vi ).

Angenommen alle sind verschieden. jf ~v1; : : : ; ~vp+1 gj = p + 1 > p � dim V . W•a-
ren ~v1; : : : ; ~vp+1 linear unabh•angig, dann (da dim ~v < 1 ) g•abe es eine Basis B mit
f ~v1; : : : ; ~vp+1 g � B . Dann w•urde gelten: jB j � p + 1 > p > dim V , Widerspruch.

(ii) ) (i)

Das Minim umprinzip von
�

Jede nichtleere Teilmengevon
�

hat ein kleinstes Element. ( •Aquivalent zum
Induktionsprinzip)

Sei

A := f q 2
� 0 : Je q + 1 viele Vektoren aus V sind linear abh•angigg:

p 2 A; A 6= ; . Somit hat A ein kleinstes Element. Sei diesesn � p:

n = 0.
Das bedeutet, dass jeder Vektor linear abh•angig ist (a � ~x = ~0; a 6= 0 y ~x = ~0)
y V = f ~0g dim V = 0 y dim V < 1 . Also (i).

n > 0.
n � 1 2

� 0 und n � 1 =2 A. D.h. Es gibt n viele Vektoren, die linear unabh•angig
sind und jede echt gr•o�ere Menge ist linear unabh•angig. Somit gilt nach 9.6, dass
diesen vielen Vektoren eine Basis bilden. Also dim V < 1 und dim V � p. Also
(i).

10.1 Die Dimension von Un terv ektorr •aumen

Satz 10.8. Es sei dim V < 1 und U ein Untervektorraum von V . Dann gelten:

a) dim U < 1 und dim U � dim V.

b) dim U = dim V , U = V .
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Bew eis:
a) Gilt dim V < 1 und dim V = n, dann sind (beliebige) n + 1 viele Vektoren aus V linear

unabh•angig. Also sind erst recht n + 1 viele Vektoren aus U (U � V ) linear abh•angig.

Somit, nach 10.7, ist dim U < y1 und dim U � n = dim V ) U = V.

b) Wir zeigen: dim U = dim V ) U = V .

Nach a) gilt dim U < 1 . Sei m := dim U (n = dim V ). Sei B Basis von U und B 0 Basis
von V . Dann jB j = m = n = jB 0j y jB j = n.

Nach 10.1,c) kann B zu einer Basisvon V erweitert werden. SeidiesB 00. Dann gilt B � B 00

und jB j = jB 00j y B = B 00. B ist Basis von V , also U = V .und b)?

Satz 10.9. Es seienU und U0 Untervektorr•aumevon V und dim V < 1 . Dann sind dim(U \
U0) < 1 und dim(U + U0) < 1 und es gilt:

dim(U + U0) = dim U + dim U0 � dim(U \ U0)

Bew eis:
U \ U0 ist Untervektorraum von U und dim(U \ U0) < 1 . Es seien

p := dim U; q = dim U0; r := dim(U \ U0) :

Sei f ~u1; : : : ; ~ur Basis von U \ U0g.. Nach 10.1,c) kann diesezu einer Basis von U erweitert
werden. Sei

A := f ~u1; : : : ; ~ur ; ~ur +1 ; : : : ; ~up :

Sei A0 := f ~u1; : : : ; ~ur ; ~u0
r +1 ; : : : ; ~u0

qg Basis von U0. Wir zeigen,dass

B := A [ A0 = f ~u1; : : : ; ~ur ; ~ur +1 ; : : : ; ~up; ~u0
r +1 ; : : : ; u0

qg

eine Basis von U + U0 ist.

a) B ist linear unabh•angig

Es gelte
P p

j =1 ai � ~ui +
P q

j +1 a0
j � ~u0

j = ~0.
P p

i =1 ai ~ui
2 U

= �
P q

j =1 a0
j � ~u0

j
2 U 0

=: ~w 2 U [ U0.

~w =
P r

i =1 ci � ~ui

~w � ~w =
rX

i =1

~ci � ~ui

| {z }
~w

+
qX

i =1

a0
i ~v

0
i

| {z }

= ~0

Also alle c1 = c2 � � � = cr = a0
r +1 = � � � = a0

q = 0, weil A0 Basis, ~u = ~0
P p

i =1 ai � ~ui = ~0.
Aber A Basis y alle ai = 0. Alle ai und aj = 0. Somit B linear unabh•angig.

b) B ist Erzeugendensystem

~w 2 U + U0 bedeutet ~w = ~w1 + ~w2; ~w1 2 U; ~w2 2 U0.
~w1 2 Lin (A) � Lin( B )
~w2 2 Lin( A0) � Lin( B )
y ~w 2 Lin( B ).
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Korrollar 10.10. Die U + U0 zweierendlichdimensionaler Untervektorr•aumevon V ist genau
dann direkt, wenn dim(U + U0) = dim U + dim U0.

Bew eis:
U + U0 direkt (= U � U0), wenn U \ U0 = f ~0g. Also dim(U [ U0) = 0. Nach 10.9 folgt
Behauptung.

Gilt dim(U + U0) = dim U + dim U0 y dim(U \ U0) = 0. D.h. U \ U0 = f ~0g. Also U + U0

direkt.

Lemma 10.11. Es sei dim V < 1 und U ein Untervektorraum von V . Dann existiert ein
Untervektorraum U0von V mit V = U � U0. (U0 hei�t komplement• ar zu U)

Bew eis:
Es sei A eine Basis f•ur U. Dann kann A zu einer Basis von V erweitert werden.

Sei B die Basis. Sei A0 := B n A. U0 := Lin( A0). A0 ist eine Basis f•ur U0. Es gilt
U + U0 = V und U \ U0 = f ~0g. Weil dim U + dim U0 = jB j = dim V , 10.10. V = U + U0 y
dim V = dim(U + U0).

Hin weis: U0 in 10.11 ist nicht eindeutig bestimmt.

10.2 Der Dimensionsb egri� und lineare Gleic hungssysteme

De�nition 10.12. Es sei M � U. Dann hei�t

RangM := dim(Lin( M ))

Rang von M .�

Eigensc haften 10.13 (des Ranges). Es seien M ; M 0 � V und m 2
� 0; ~w 2 V .

a) RangM = 0 , M = ; oder M = f ~0g.

b) M � M 0 ) RangM � RangM 0.

c) RangM � RangV und = genaudann (Lin( M ) = V ), wenn M ein Erzeugendensystemvon
V ist (dim V < 1 vorausgesetzt)

d) RangM = m , Es gibt m viele linear unabh•angigeVektoren in M und m+ 1 viele Vektoren
aus M sind linear abh•angig.

e) ~w 2 Lin( M ) , RangM = Rang(M [ f ~wg)

Gegeben sei ein linearesGleichungssystem:

G :
mX

j =1

aij x j = bi (1 � i � m)

a11x1 + � � � + a1n xn = b1

. . . . . . . . . . . . .
am 1x1 + � � � + amn xn = bm

Die Vektoren ~vj :=

0

@

a1 j
a2 j

...
amj

1

A ; j = 1; : : : ; m hei�en Spalten vektoren von G.

� Ich verwende durchg•angig Rang. Herrmann schrieb mal "rang\, mal "Rang\.
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Sei ~w =

 
b1

...
bm

!

. G ist •aquivalent mit

mX

j =1

x j � ~vj = ~wj :

Beispiel:

G :
2x1 � 3x2 +5 x3 = 1
4x1 +7 x2 � x3 = � 2

� x1( 2
4 ) + x2

�
� 3
7

�
+ x3

�
5

� 1

�
=

�
1

� 2

�

Satz 10.14. Es sei G ein LinearesGleichungssystemund ~v1; : : : ; ~vn ; ~w die Spaltenvektoren von
G.

FolgendeAussagensind •aquivalent:

(i) G ist l•osbar (L (G) 6= ; )

(ii) ~w 2 Lin(~v1; : : : ; ~vn )

(iii) Rangf ~v1; : : : ; ~vn g = Rangf ~v1; : : : ; ~vn ; ~wg

Bew eis:
(i) , (ii)

(ii) ist die •aquivalente Formulierung von (i) in der Vektoraussporache

(ii) , (iii)

siehe10.13,e)

G ist univ ersell l•osbar genaudann, wenn f•ur jedes ~w G eine L•osunghat.

Korrollar 10.15. G ist universell l•osbar genaudann, wenn Rangf ~v!; : : : ; ~vn g = m.

Bew eis:
) Gegeben ~w 2 K m . Nach 10.14hat G eine L•osunggenaudann, wenn ~wq 2 Lin(~v1; : : : ; ~vm ).
Das hei�t K m � Lin(~v1; : : : ; ~vm ) , Rangf ~v1; : : : ; ~vm g � m und ~v1; : : : ; ~vn 2 K m .

Sei G0 ein homogenesLinearesGleichungssystem:

nX

j =1

aij � x j = ~0 (1 � i � m)

Wir wissen L(G0) ist Untervektorraum von K n . Es gilt 0 � dim(L (G0)) � n. Sei p :=
dim(L (G0)) eine L•osung von G0. . x(1) ; : : : ; x(p) hei�en Fundamen tall•osungen von G0,???
wenn x(1) ; : : : ; x(p) linear unabh•angig sind. Jede L•osung von G0 ist Linearkombination von
Elementen einer Fundamentall•osung.
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x 11 Lineare Abbildung

HauptgegenstanddiesesAbschnitts wird der Vergleich von Vektorr•aumen sein.

De�nition 11.1 (Funktion). Eine Abbildung(oder Funktion) f ist gegeben durch drei Daten:

� Eine MengeM { De�nitionsb ereich von f

� Eine MengeN { Wertebereich von f

� Eine Zuordnungsvorschrift f•ur f , die jedem x 2 M eindeutig ein bestimmtes Element
y 2 N zuordnet.

F•ur diesesy schreibt man f (x). Schreibweisef•ur f :

f : M ! N ; x ! f (x)

(Die Wahl von x als Variable ist •ublich, aber nicht zwingend.)

Beispiele:

a) Sei M eine Menge. Die Abbildung

idM : M ! M ; idM (x) := x

hei�t Identit•atsabbildung von M (kurz Identit•at von M ).

b) M ; N Mengenmit M � N

inM ;N : M ! N ; inM ;N (x) := x

hei�t Kanonische Injektion von M in N (nat •urliche Einbettung)

c) s :
�

!
�

; s(x) := x2

De�nition 11.2 (Gleic hheit). Zwei Abbildungen

f : M ! N ; x ! f (x) und

g : P ! Q; x ! g(x)

hei�en gleich, wenn M = P, N = Q und f (x) = g(x) f•ur alle x 2 M .

s aus c) und s0 :
�

! R+ ; s0(x) := x2: s 6= s, weil
�

6=
� + �

11.1 Komp osition

De�nition 11.3 (Komp osition). Es seien f : M ! N und g : N ! P. Dann hei�t die
Abbildung

g � f : M ! P; x ! (g � f )(x) := g(f (x))

Komp osition oder Verkettung von g mit f .

Bedingung: Wertebereich von f = De�nitionsb ereich von g.

� Anders formuliert, hier ist aufpassen angesagt. Die (z.B. bei Prof. Starke) verbreitete Au�assung einer Ab-
bildung als Menge geordneter Paare gen•ugt bei Dr. Herrmann nicht zur Charakterisierung zweier Mengen als
gleich!
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Beispiele Es sei V Vektorraum •uber K .

1. ~w 2 V .

t ~w : V ! V; t ~w (~v) := ~v + ~w

t ~w hei�t Translation mit ~w.

2. Sei b 2 K .

� b : V ! V; � b(~v) := b� ~v

Skalarmultiplik ation mit b.

(� b � t ~w )(~v) = � b(t ~w (~v)) = � b(~v + ~w) = b� (~v + ~w)
(t ~w � � b)(~v) = t ~w (� b(~v)) = t ~w (b� ~v) = b� ~v + ~w

Da im allgemeinenb~w 6= ~w(b 6= 1) folgt, dassdie Komposition nicht kommutativ ist.
Es gilt aber: � b � t ~w = tb~w � � b.

Satz 11.4. a) Die Komposition ist assoziativ.

b) Die Komposition ist unit•ar , d.h. f•ur f : M ! N gilt idN � f = f � idM .

Bew eis:
a) [(h � g) : f ] (x) = (h � g)( f (x)) = h(g(f (x))) = h((g � f )(x)) = [h � (g � f )] (x).

b) klar

De�nition 11.5. Sei f : M ! N eine Abbildung. f hei�t

a) surjektiv (
"
auf\), wenn (8y 2 N )(9x 2 M )(f (x) = y)

b) injektiv (
"
1:1\), wenn 8x 2 M 8x0 2 M (f (x) = f (x0) ) x = x0)

c) bijektiv , wenn 8y 2 N 9!x 2 M (f (x) = y)

Beispiele:

1) Sei p : K n ! K m (1 � m � n)

p(

0

B
B
B
B
B
B
@

a1
...

am
...

an

1

C
C
C
C
C
C
A

) :=

0

B
@

a1
...

am

1

C
A

p hei�t kanonisc he Pro jektion von K n auf K m . p ist surjektiv, aber f•ur m < n nicht
injektiv.

2) t ~w ist injektiv (~v + ~w = ~v0+ ~w ) ~v = ~v0) (t ~w ist bijektiv)

3) Sei ~w 6= ~0:

� ~w : K ! V; � ~w (a) := a � ~w

(a � ~w = a0 � ~w , (a � a0) � ~w = ~0 , a = a0)

� ~w ist injektiv
� ~w ist f•ur dim V > 1 nicht surjektiv, da Rangf ~wg = 1.

De�nition 11.6. Sei f : M ! N , f sei bijektiv. Die Abbildungf � 1 : N ! M mit f � 1(y) = x,
wenn f (x) = y hei�t inverse A bbildung (Umkehrabbildungvon f ).

f (f � 1(y)) = y; f � 1(f (x)) = x
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Beispiel: (t ~w )� 1 = t ~w

De�nition 11.7. Es sei K ein K•orper, U;V; W Vektorr•aume •uber K . Eine Abbildung f :
V ! W hei�t line ar a, wenn

LAX 1: 8~v;~v0 2 V f (~v + V ~v0) = f (~v) + W f (~v0)

LAX 2: 8a 2 K 8~v 2 V f (a � ~v) = a � f (~v)

a auch: Vektorraumhomomorphism us

Beispiele

1) f : V ! W; f ( ~w) = ~0V (Nullhomomorphismus)

2) idV : V ! V ist linear.

3) Die Projektion ist linear:

p(

0

B
@

a1
...

an

1

C
A +

0

B
@

b1
...

bn

1

C
A ) = p(

0

B
@

a1 + b1
...

a1 + bn

1

C
A ) =

0

B
@

a1 + bn
...

am + bm

1

C
A =

0

B
@

a1
...

am

1

C
A +

0

B
@

b1
...

bm

1

C
A = p(

0

B
@

a1
...

an

1

C
A ) + p(

0

B
@

b1
...

bn

1

C
A )

Satz 11.8. a) F•ur f : V ! W sind folgendeAussagen•aquivalent:

(i) f ist linear.

(ii) 8~v;~v0 2 V8a; a0 2 K (f (a � ~v + a0 � ~v0) = a � f (~v) + a0 � f (~v0))

b) Ist f linear, dann gilt f (~0V ) = ~0W ; f (� ~v) = � ~v

f (
nX

k=1

ak � ~vk ) =
nX

k=1

ak � f (~vk )

Bew eis:
a) (i ) ) (ii )

Gegeben sei f (a � ~v + a0 � ~v).
f (a � ~v + a0 � ~v0) =

LAX
f (a � ~v) + f (a0 � ~v0) =

LAX 2
a � f (~v) + a0 � f (~v0)

(ii ) ) (i )

LAX 1 folgt f•ur a = a0 = 1, LAX 2 folgt f•ur a0 = 0.

b) f (~0) = f (~0 + ~0) = f (~0) + f (~0) y f (~0) = ~0

(a = � 1) f (� ~v) = f (( � 1) � ~v) = (� 1) � f (~v) = � f (~v)

Die dritte Eigenschaft folgt durch wiederholtesAnwendenvon (ii).
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Beispiele

1.)

f :
� 3 ! C2; f (

0

@
z1

z2

z3

1

A ) :=
�

iz1 + z2 + z3

z1 + 3z2 � iz3

�
(?)

2.) � b : V ! V; � b(~v) := b� ~v; b 2 K ist linear.

3.) t ~w ist linear gdw ~w = ~0.

11.2 Struktur der linearen Abbildungen

a) Sind f : V ! W; g : V ! W linear, dann ist f + g, de�niert durch

f + g : V ! W; (f + g)(~v) := f (~v) + g(~v) ;

linear.

b) a 2 K ; f : V ! W , linear, dann ist a � f , de�niert durch

a � f : V ! W; (a � f )(~v) := a � f (~v) ;

linear.

c) Sind f : V ! W; g : U ! V linear. Dann ist

f � g : U ! W; (f � g)(~u) := f (g(~u))

linear.

Bew eis:
a)

(f + g)(a � ~v + b� ~v0) = f (a � ~v + b� ~v0) + g(a � bv+ b� bv0)

= f (a � ~v) + b� f (~v0) + a � g(~v) + b� g(~v0)

= a � (f (~v) + g(~v)) + b� (f (~v0) + g(~v0))

= a � (f + g)(~v) + b� (f + g)(~v0)

De�nition 11.9. a) Die Mengealler linearen Abbildungenvon V in W wird mit HomK (V; W )
(kurz: Hom(V; W )), also

HomK (V; W ) := f f jf : V ! W; f linearg

b) Die Abbildung:

(f ; g) ! f + g

hei�t A ddition von f und g.

c) Die Abbildung

(a; f ) 2 K � V ! a � f

hei�t Skalarmultiplikation (a � f { das a-fache von f )
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Beispiel Sei f := (?) (S. 70). Es soll i � f berechnet werden.

(i � f )(

0

@
z1

z2

z3

1

A ) := i � f (

0

@
z1

z2

z3

1

A ) = i �
�

iz1 + iz2 + z3

z1 + 3z2 � iz3

�
=

�
� z1 + iz2 + iz3

iz1 + 3iz2 + z3

�

Satz 11.10. a) Hom(V; W ) zusammenmit + und � aus 11.9 bildet einen Vektorraum •uber K .
Der Nullvektor ist 0V;W (~v) := ~0W ; (� f ) : V ! W; (� f )(~v) := � f (~v) (� f ist das Negative
von f )

b) F•ur alle f ; f 1; f 2 2 Hom(V; W ); g; g1; g2 2 Hom(U;V ) gelten:

a) f � (g1 + g2) = f � g + f � g2

b) (f 1 + f 2) � g = f 1 � g + f 2 � g

c) a � (f � g) = (af ) � g = f � (ag)

Bew eis:
Folgt aus der

"
punktweisen\ De�nition von + und �.

(af ) � g(~v) = (af )(g(~v)) = a � (f (g(~v))) = f (a � g(~v)) = f ((ag)(~v)) = (f � ag)(~v)

11.3 Isomorphie zwischen Vektorr •aumen

De�nition 11.11. a) Eine bijektive, lineare Abildung von V auf W hei�t (Vektorraum-) Iso-
morphismus , V ist isomorph zu W , V �= W � .

b) f 2 Hom(V; V ) hei�t Endomorphismus von V . F•ur Hom(V; V ) schreibt man EndK (V ).

Beispiel: f :
� 2 !

� 2; f (
�

x1

x2

�
) =

�
2x1

� 1
3 x2

�

Satz 11.12. a) idV ist ein Vektorraum-Isomorphismus.

b) Sind f : V ! W und g : U ! V Vektorraum-Isomorphismen,dann auch f � g.

c) Ist f : V ! W ein Vektorraum-Isomorphismus, dann ist f � 1 : W ! V ein Vektorraum-
Isomorphismus

Bew eis:
a) klar

b) klar

c) f bijektiv ) f � 1 bijektiv
f : linear. z.Z.: f � 1 linear.

Seien~w; ~w0 2 W; a; a0 2 K . Weil f bijektiv ist, gibt es~v;~v0 2 V mit f (~v) = ~w und f (~v) = ~w.
f � 1(a � ~w + a0 � ~w0) = a � ~v + a0 � ~v0

(f (a � ~v + a0 � ~v0) = a � f (~v) + a0 � f (~v0) = a � ~w + a0 � ~w0)

Dier Isomorphismusbeziehung ist eine •Aquivalenzrelation (d.h. sieist re
exiv, symmetrisch,
transitiv).

� selten wird auch die Schreibweise V ' W verwendet
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Satz 11.13. Sei dim V < 1 . n := dim V > 0. Dann ist V isomorph mit K n . (Es gilt
V �= K n )

Bew eis:
Wir konstruieren einen Isomorphismus von K n auf V .

Da dim V = n gibt eseine Basis B = f ~v1; : : : ; ~vn g von K .

f (

0

B
@

a1
...

an

1

C
A ) :=

nX

j =1

aj � ~vj

a) f ist linear.

f (a �

 a1

...
an

!

+ b�

 
b1

...
bn

!

) = f (

 
a�a1 + b�b1

...
a�an + b�bn

!

)

=
nX

i =1

(a � ai + b� bi )~vi

= a
nX

i =1

ai � ~vi + b�
nX

j =1

bi � ~vi

= a � f (

 a1

...
an

!

) + b� f (

 
b1

...
bn

!

)

b) f ist injektiv. F•ur a1; : : : ; an ; b1; : : : ; bn 2 K gelte

f (

 a1

...
an

!

) = f (

 
b1

...
bn

!

) y

nX

i =1

ai � ~vi =
nX

i =1

bi � ~vi y
nX

i =1

(ai � bi ) � ~vi = 0 y ai � bi = 0 f•ur alle i

B ist linear unabh•angig. Also aI = bI . Somit

 a1

...
an

!

=

 
b1

...
bn

!

.

c) f ist surjektiv.

Sei~v 2 V . Da B ein Erzeugendensystemist, gilt a1; : : : ; an 2 K mit ~v =
P n

i =1 ai �~vi . Somit

gilt f (

 a1

...
an

!

) = ~v.

f ist Isomorphismus zwischen K n und V . Somit ist f � 1 ein Isomorphismus zwischen V und
K n .
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Kapitel IV Eigenschaften von linearen Abbildungen, Matrizen

x 12 Kern und Rang einer linearen Abbildung

Es sei K ein K•orper, V; W Vektorr•aume •uber K .
Es seienM ; N Mengen, f : M ! N und M 0 � M . f (M 0); f (M 0) := f f (x)jx 2 M 0g

"
Bild

von M 0 unter f \.
F•ur N 0 � N sei f � 1(N 0) := f x 2 M jf (x) 2 N 0g (

"
Urbild von N 0 unter f \).

f ist surjektiv genaudann, wenn f (M ) = N .

De�nition 12.1. Sei f : V ! W , linear

(i) Kern f := f ~v 2 V : f (~v) = ~0g

(ii) Bild f := f (v)

Satz 12.2. Sei f : V ! W , linear. Dann gilt:

a) Kern f ist ein Untervektorraum von V

b) Bild f ist ein Untervektorraum von W

Bew eis:
a) Seien~v;~v0 2 Kern f ; a; a0 2 K . Dann f (a~v + a0~v0) = a(f (~v)) + a0(f (~v0)) = a � ~0 + a0 � ~0 = ~0.

a � ~v + a0 � ~v0 2 Kern f .

b) Seien ~w; ~w0 2 Bild f ; a; a0 2 K . Es gibt ~v;~v0 2 V , so dassf (~v) = ~w; f (~v0) = ~w0.

a � ~w + a0 � ~w0 = a � f (~v) + a0 � f (~v0) = f (a � ~v + a0 � ~v0
| {z }

2 V

). a � ~w + a0 � ~w0 2 Bild f .

Beispiel:

1. p : K n ! K m (m � n)

p(

0

B
@

a1
...

an

1

C
A ) =

�
a1

�
am Kern p = f

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

0
...
0

am +1
...

an

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

: am +1 ; : : : ; am 2 K g Bild p = K m

2.

f :
� 3 ! C2; f (

0

@
z1

z2

z3

1

A ) :=
�

iz1 + z2 + z3

z1 + 3z2 � iz3

�
(?)

Kern f =
n� z

0
� iz

�
: z 2

�

o
(erh•alt man, indem man das Gleichungssystemaus f gleich

null setzt)

f (
� 0

1+3 i
10

9 � 3 i
10

�
) =

�
1
0

�
; f (

� 0
3� i
10

� 3 � i
10

�
) =

�
0
1

�
) Bild f =

� 2

Satz 12.3 (Injektivit •atskriterium (ein-eindeutig)). Eine lineare Abbildung f : V ! W
ist injektiv genaudann, wenn Kern f = f ~0g.
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x 12 Kern und Rang einer linearen Abbildung

Bew eis:
) Sei f injektiv. ~0 2 Kern f gilt immer. Aus f (~v) = ~0W = f (~0W ) und der injektivit•at folgt

~v = ~0. Kern f = f 0g.

( Es gelte Kern f = f ~0g. Angenommen f = f ~0� g. Angenommen f (~v) = f (~v0). Somit
f (~v) = f (~v0) = ~0. f (~v � ~v0) = ~0. Also ~v � ~v0 = ~0 y ~v = ~v0.

Satz 12.4. Sei f : V ! W , linear.

a) Ist E ein Erzeugendensystemvon V , dann f (E) ein Erzeugendensystemvon f (V) = Bild f .

b) Sind ~v1; : : : ; ~vm 2 V linear abh•angig, dannn sind f (~v1); : : : ; f (~vm ) linear abhj•angig.

c) Sei f injektiv. Ist M eine linear unabh•angigeTeilmengevon V, dann ist f (M ) eine linear
unabh•angigeTeilmengevon W .

Bew eis:
a) z.Z. Jedes~w 2 f (V ) geh•ort zu Lin( f (E )).

~w 2 f (V ), d.h. es gibt ~v 2 V mit f (~v) = ~w. ~v 2 Lin E . D.h. ~v =
P n

i =1 ai ~vi ; ~vi 2 E; ai 2
K . ~w = f (~v) = f (

P n
i =1 ai ~vi ) =

P n
i =1 ai f (~v); f (~vi ) 2 f (E ), d.h. ~w 2 Lin f (E ); f (V ) =

Lin f (E ).

b) Es gilt
P m

i =1 ai � ~vi = ~0; 9i (ai 6= 0). Somit gilt
P m

i =1 ai f (~vi ) = f (
P m

i =1 ai � ~vi ) = ~0. Somit
sind (f ~v1); : : : ; f (~vm ) linear abh•angig.

c) M = ; ) f (M ) = ; { linear unabh•angig nach De�nition.

M 6= 0. Somit f (M ) 6= ; . Seien ~w1; : : : ; ~wn 2 f (M ), alle verschieden. Es gibt ~v1; : : : ; ~vm 2
V mit f (~vi ) = ~wi ; i = 1; : : : ; m (Alle ~vi sind verschieden, weil die ~wi s verschieden sind).

Sei
P m

j =1 ai � ~wi = ~0 =
P m

i =1 ai � f (~vi ) = ~0 = f (
P m

i =1 ai � ~vi ). Nach 12.3 gilt
P m

i =1 ai~�vi = ~0
weil f injektiv ist. Da alle ~vi linear unabh•angig sind folgt, dassall ai = 0. Somit ~w1; : : : ; ~wm

linear unabh•angig.

Korrollar 12.5. Ist f ein IsomorphismuszwischenV und W und B eine Basis von V , dann
ist f (B ) eine Basis von W .

Bew eis:
12.4,a), 12.4,b) und f (V ) = W ergeben die Behauptung.

Satz 12.6. Gilt dim V < 1 , dann gilt V �= W , dim V = dim W .

Bew eis:
Sei n := dim V .

( dimV = n = dimW . Somit V �= K n �= W . Also V �= W .

) V �= W gelte. Nach 12.5 gilt: Ist B Basis von V , dann ist auch f (B ) Basis von V .
dim W = jB j = jf (B )j = dim W .
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Kapitel IV Eigenschaften von linearen Abbildungen, Matrizen

Satz 12.7 (Dimensionsformel f •ur lineare Abbildungen). Es gelte dim V < 1 . Ist
f : V ! W linear, dann gilt

dim Bild f + dim Kern f = dim V :

Bew eis:
dim Kern f < 1 , weil Kern f Untervektorraum von V . Sei B eine Basis von V , dann ist f (B )
ein Erzeugendensystemvon f (V ). f (B ) ist endlich und dim f (V) � jf (B )j. Also dim Bild f <
1 .

Wir setzen:

p := dim Kern f q := dim Bild f :

Es sei f ~u1; : : : ; ~upg eine Basis von Kern f und f ~w1; : : : ; ~wqg eine Basis von Bild f . Es seien
~v1; : : : ; ~vq Urbilder von ~w1; : : : ; ~wq entsprechend. Zu zeigen ist, dass f ~u1; : : : ; ~up; ~v1; : : : ; ~vqg
eine Basis von V ist.

a) linear unabh•angig:

Es sei

pX

i =1

ai � ~ui +
qX

j =1

bj � ~vj = ~0:

~0 = f (
pX

i =1

ai � ~ui +
qX

j =1

bj � ~vj ) =
pX

i =1

ai � ~f (~ui
=0

) +
qX

j =1

bj � f (~vj ) =
qX

j =1

bj � ~wj

Somit sind alle bj = 0, weil ~w1; : : : ; ~wq eine Basis ist. Somit
P p

j =1 ai~�ui = ~0. Da ~u1; : : : ; ~up

eine Basis ist, sind auch alle ai = 0.

b) Zu zeigen: f ~u 1 ; : : : ; ~u p ; ~v1 ; : : : ; ~vqg ist ein Erzeugendensystem von V .

Sei~v 2 V; f (~v) =
P q

j =1 bj � ~wj . f (~v) = f (
P q

j =1 bj � ~vj ).

Sei~v0 := ~v �
P q

j =1 bj � ~vj .

f (~v0) = f (~v0) � f (
P q

j =1 bj � ~vj ) = ~0.
~v0 2 Kern f .
~v0 =

P p
i =1 ai � ~ui .

~v =
P p

i =1 ai � ~ui +
P

j = 1qbj � ~vj .
D.h. ~v 2 Lin( ~u1; : : : ; ~up; ~v1; : : : ; ~vq);~v beliebig aus V . Als ist f ~u1; : : : ; ~upg ein Erzeugenden-

system von V .
a) und b) zusammenergeben, dassf ~u1; : : : ; ~up; ~v1; : : : ; ~vqg eineBasisvon V ist. Es gilt also

p + q = dim V

dim Kern f + dim Bild f = dim V

f : V ! W; dim V = dim Kern f + dim Bild f
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x 12 Kern und Rang einer linearen Abbildung

Korrollar 12.8. Es gelte dim V < 1 ; dim W < 1 .
Dann gilt:

a) Wenn dim V > dim W , dann existiert keine injektive, lineare Abbildungvon V in W .

b) Wenn dim W > dim V , dann existiert keine surjektive Abbildungvon V in W .

Bew eis:
a) W•are f : V ! W linear und injektiv, dann w•urde gelten:

dimV > dim W � dim Bild f = dim Bild f + dim Kern f = dim V { Widerspruch.

b) Sei f : V ! W linear und surjektiv.

dim W > dim V = dim Bild f + dim Kern f � dim W { Widerspruch.

Satz 12.9. Es geltedim V < 1 ; dim W < 1 mit dim V = dim W . F•ur eine lineare Abbildung
f : V ! W sind folgendeAussagen•aquivalent:

(i) f ist injektiv.

(ii) f ist surjektiv.

(iii) f ist bijektiv.

Bew eis:
(i ) ) (ii ) dim Kern f = 0. dim V = dim Bild f + dim Kern f = dim W .

(ii ) ) (i ) dim Bild f = dim W = dim V = dim Bild f + dim Kern f y dim Kern f = 0 $
Kern f = f ~0g. Also f injektiv.

(i ) , (ii ); (iii ) ) (i ); (iii ) ) (ii )
(i ) ^ (ii ) ) (iii )

Beispiele:

1) F•ur ~w 2 V sei � ~w : K ! V; � ~w (a) := a � ~w.

� ~w ist linear: � ~w (a� b+ a0� b0) = (a� b+ a0� b0) � ~w = a� (b� ~w) + a0� (b0� ~w) = a� � ~w + a0� � ~w (b0)

~w 6= ~0; � ~w injektiv: � ~w (a1) = � ~w (a2) , a1 � ~w = a2 � ~w , (a1 � a2)
| {z }

=0

� ~w = ~0.

� ~w surjektiv , dim V = 1: dim Bild � ~w + dim Kern � ~w = dim K = 1, � ~w surjektiv
, dimV .

2) Unser (?)-Beispiel von Seite 70: f :
� 3 ! C2; f (

� z1
z2
z3

�
) :=

� iz 1 + z2 + z3
z1 +3 z2 � iz 3

�

Kern f = f
� z

� iz

�
jz 2

�

g = f z �
�

1
0

� i

�
jz 2

�

g

~v :=
�

1
0

� i

�
; Kern f = Lin(~v) ) dim Kern f = 1. 3 = 1 + dim Bild f

2 , f ist surjektiv.

De�nition 12.10 (Rang einer linearen Abbildung). Sei f : V ! W linear.

Rangf := dim Bild f

= dim f (V)
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Klar: Rangf = Rang(f (V ))

Satz 12.11. Sei f : V ! W linear.

a) dim Kern f = dim V � Rangf

b) 0 � Rangf � min(dim V; dim W )

Bew eis:
a) klar

b) 0 � Rangf ; Rangf � dim V , siehea)
Rangf � dim W , da f (V ) Untervektorraum von W .

De�nition 12.12. Sei f : M ! N eine Abbildungund M 0 � M . Die Einschr• ankung von
f auf M 0 (f

�
�
M 0) ist die Abbildung

f
�
�
M 0 : M 0 ! N ; f

�
�
M 0(x) = f (x) f•ur x 2 M 0

Lemma 12.13. Sei f : V ! W linear und U Untervektorraum von V . Dann ist f
�
�
U : U ! W

linear und Kern f
�
�
U = Kern f \ U; Bild f

�
�
U = f (U).

Satz 12.14. Sei f : V ! W linear, g : U ! V linear. Dann gilt:

a) Rang(f � g) = Rang(f
�
�
Bild g

) = Rang(g) � dim(Kern f \ Bild h)

b) Rangf + Rangg � dim V � Rang(f � g) � min(Rang f ; Rangg)

Bew eis:
a) f 1 := f

�
�
Bild g; f 1 : g(U) ! W linear (siehe12.13) ) Rangf 1 existiert.

Bild( f � g) = (f � g)(U) = f (g(U)) = f (Bild g) = Bild f 1.
Rang(f � g) = Rangf 1 = dim(Bild g) � dim(Kern f 1) = Rangg � dim(Kern f \ Bild g)

b) Rangf � g � Rangg, siehea).

Rangf � g � Rangf (weil Bild f � g = f (g(U)) � f (U))y Rangf � g � min(Rangg; Rangf )

Rangf � g
siehe a)

= Rangg � dim(Kern f \ Bild g)

Rangg = Rangf � g = dim(Kern f \ Bild g) � dim Kern f = dim V � Rangf
Rangg � Rangf � � dim V � Rangf
Rangg + Rangf = dim V � Rangf � g

Satz 12.15. Es seien m; n 2
�

; ~v1; : : : ; ~vn 2 K m . Dann ist f : K n ! K m ; f (

 x 1

...
x n

!

) :=
P n

i =1 x i � ~vi eine lineare Abbildungmit Rangf = Rang(~v1; : : : ; ~vn ).

Bew eis:

f (a�

 x 1

...
x n

!

+ b�

 y1

...
yn

!

) =
P n

i =1 (axi + byi ) �~vi = a�
P n

i =1 x i �~vi + b�
P n

i =1 yi �~vi = a� f (

 x 1

...
x n

!

) +

b� f (

 x 1

...
x n

!

).

Bild f = Lin(~v1; : : : ; ~vn )
Rangf = Rang(~v1; : : : ; ~vn )
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x 12 Kern und Rang einer linearen Abbildung

Satz 12.16 (Dimensionsformel f •ur homogene lineare Gleic hungssysteme). Es seien
m; n 2

�

; ~v1; : : : ; ~vn 2 K m und G0 das homogenelineare Gleichungssystem:

nX

i =1

x i � ~vi = ~0

(in Vektorschreibweise). Dann gilt

RangL(G0) = dim L(G0) = n � Rang(~v1; : : : ; ~vm ) :

Bew eis:

Sei f (

 x 1

...
x n

!

) :=
P n

i =1 x i � ~vi . Es gilt L (G0) = Kern f .

dim L(G0) = n � Rangf = n � Rang(~v1; : : : ; ~vm ) 12.15
Rangf
| {z }

m

+ dim K ernf
| {z }

n � m

= n y das homogenelineare Gleichungssystemist univesell l•osbar.

Bemerkung Ist G0 homogeneslineares Gleichungssystemvon m Gleichungen in n Unbe-
kannten, so ist

dim L(G0) � n � m :

Unbekannte Gleichungen

(d.h. bei f•unf Unbekannten und einer Gleichung kann man vier freie Parameter erwarten)
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x 13 Matrizen

Es bezeichne K einen K•orper.

De�nition 13.1. a) Eine Matrix vom Typ (m; n) (kurz: m� n-Matrix) ist ein Schemader
Gestalt

0

B
B
@

a11 a12 : : : a1n

: : : : : : : : : :
: : : : : : : : : :

am 1 am 2 : : : amn

1

C
C
A (13.1)

mit aij 2 K ; 1 � i � m; 1 � j � n.

b) Sei A eine Matrix (13.1). Dann wird f•ur A auch (aij )1� i � m; 1� j � n geschrieben. Der erste
(untere) Index gibt die Zeile an, in der das Element steht (

"
Zeilenindex\), der zweitere

(untere) Index die Spalte (
"
Spaltenindex\).

c) Zwei Matrizen A und B sind gleich, wenn sie vom gleichenTyp sind und f•ur alle aij = bij

gilt. (( 0 0
0 0 ) 6=

�
0 0 0
0 0 0
0 0 0

�
)

d) Mit Mat m;n (K ) soll die Mengealler m� n-Matrizen (•uber K ) bezeichnetwerden.

Bemerkung (Spezialf•alle f•ur m und n)

a) (n = 1) Eine m� 1-Matrix ist gleich einem m-dimensionalen Spaltenvektor. Es gilt
Mat m; 1(K ) = K m .

b) (m = 1) Sei K m := f (a1; : : : ; an ) : ai 2 K g ((a1; : : : ; an ) { n-dimensionalerZeilenvektor).
Es gilt: Mat 1;n (K ) = K n .

c) (m = n ) n� n-Matrizen hei�en quadratisc h. Mat n (K ) := Mat m;n (K ).

d) (M = n = 1) Mat 1(K ) = K 1 = K 1 = f (a) : a 2 K g. Wir identi�zieren Mat 1(K ) mit K .

De�nition 13.2. + Sei A = (aij ) 2 Mat n (K ). Dann hei�t der n-dimensionale Zeilenvektor
(a11; a22; : : : ; an n) die Hauptdiagonale von A .

De�nition 13.3 (Sp ezielle Matrizen). a) Eine Diagonalmatrix ist eine quadratischeMa-
trix der Gestalt:

0

B
B
B
@

d11 0 : : : 0
0 d22 : : : 0
...

...
. . .

...
0 0 : : : dnn

1

C
C
C
A

A = (aij ) mit aij = 0 f•ur i 6= j .

b) Nul lmatrix (vom Typ m; n) ist die m� n-Matrix mit allen aij = 0. Symbol:
�

m;n
�

c) Die Einheitsmatrix vom Typ n ist die Matrix der Gestalt

�

n =

0

B
B
B
@

1 0 : : : 0
0 1 : : : 0
...

...
. . .

...
0 : : : 0 1

1

C
C
C
A

� eigentlic h eine 0 mit einem Schr•agstrich innen, im link en oberen Viertel. Bis ich so ein Symbol gefunden habe,
muss noch � herhalten...
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De�nition 13.4. Es seien a 2 K und A; B 2 Mat m;n (K ). Dann ist (A = (aij ); B = (bij ))

A + B := (aij + bij ) 2 Mat m;n (K )

und hei�t Summe von A und B , + nennt man Matrizenaddition ..

a � A := (a � aij )

a � A hei�t das a-fache von A, � ist die skalare Multiplikation.

De�nition 13.5. Es sei A 2 Mat m;n (U); A = (aij ). Gilt f•ur alle aij = 0, au�er genaueinem
aij = 1, dann hei�t A Matrixeinheit , Symbol: Epq.

Epq = (aij ); aij =

(
0 : i 6= p _ j 6= q
1 : i = p ^ j = q

Das Kronec ker-Sym bol

� ij :=

(
1 : i = j

0 : i 6= j

�

n = (� ij )1� i � n; 1� j � n

Epq = (� ip � � j q)1� i � m; 1� j � n

Satz 13.6. a) Die Menge Mat m;n (K ) zusammenmit der Matrizenaddition und der skalaren
Multiplikation bilden einen K -Vektorraum mit

�

m;n als Nullelement, A = (aij ) und � A :=
(� aij ).

b) F•ur A = (aij )1� i � m; 1� j � n gilt

A =
mX

p=1

nX

q=1

apq � Epq
� (13.2)

c) f Epq : 1 � p � m; 1 � q � ng bildet eine Basis f•ur Mat m;n (K ).

Bew eis:
klar

Somit gilt dim(Mat m;n (K )) = m � n

13.1 Spaltenrang und Zeilenrang einer Matrix

Sei A = (aij ) 2 Mat m;n (K ).

a) Dann hei�en die Vektoren
0

B
B
B
@

a11

a21
...

am 1

1

C
C
C
A

;

0

B
B
B
@

a12

a22
...

am 2

1

C
C
C
A

; : : : ;

0

B
B
B
@

a1n

a2n
...

amn

1

C
C
C
A

� Dopp elsumme: Lies
P � P

(apq � Epq )
�
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Kapitel IV Eigenschaften von linearen Abbildungen, Matrizen

Spalten vektoren von A. Diesesind aus K m . Es gilt

A = (~v1; ~v2; : : : ; ~vn ) 2 K n ; ~vi =

0

B
@

a1i
...

ami

1

C
A ; 1 � i � n :

b) Die Vektoren

(ai 1; ai 2; : : : ; aim ) = ~wi 2 K n

hei�en Zeilen vektoren von A. Es gilt

A =

0

B
@

~w1
...

~wm

1

C
A :

De�nition 13.7. Sei A 2 Mat m;n (K ). Dann ist der

Spaltenrang A := Rang(~v1; : : : ; ~vn )

Zeilenrang A := Rang( ~w1; : : : ; ~vm )

Satz 13.8. Sei A 2 Mat m;n (K ). Dann ist der SpaltenrangA = r genaudann, wenn

(i) Es gibt r viele Spaltenvektoren von A, die linear unabh•angig sind, und

(ii) beliebiger + 1-viele Spaltenvektoren sind linear unabh•angig

Analog f•ur den Zeilenrang von A.

(Beweis: 10.13,d)

Beispiel: Spaltenrang
�

2 � 3 5
4 7 1

�
= 2

Zur L•osungbasteln wir ein Gleichungssystemmit dem Nullvektor, �a la a � ( 2
4 ) + b�

�
� 3
7

�
+

c � ( 5
9 ) = ( 0

0 ). Wenn ein Koe�zien t nicht Null sein muss,wegstreichen, dann weiterversuchen.
Die Zahl der •ubrigen Koe�zien ten ist dann der Rang. Oder ich habe was missverstanden.

De�nition 13.9. 1. Sei A 2 Mat m;n (K ). Sei r � min(m; n). Der r -dimensionale Zeilen-
vektor

�
a11 a22 : : : ar r

�
hei�t Hauptdiagonale von A .

2.

t A :=

0

B
B
B
@

a11 a21 : : : am 1

a12 a22 : : :
...

: : : : : : : : : :
a1n a2n : : : amn

1

C
C
C
A

(Zeilen und Spalten vertauscht)

Beispiel:

A :=

0

@
3 2 4
1 1 0
4 2 2

1

A ; tA =

0

@
3 1 4
2 1 2
4 0 2

1

A
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tA = Spiegelungan der Hauptdiagonalenhei�t
"
A transponiert\ oder

"
die Transponierte

von A\, A ! tA nennt man Transposition. A 2 Mat m;n (K ) ) tA 2 Mat n;m (K ).

Es seien~v1; : : : ; ~vn Spaltenvektoren von A. A = (~v1; : : : ; ~vn ).

tA =

0

B
@

t~v1
...

t~vn

1

C
A ~v1 =

0

B
@

a1
...

am

1

C
A ) t~v1 =

�
a1; : : : ; am

�

Satz 13.10. Die Transposition ist ein Vektorraumisomorphismusvon Mat m;n (K ) auf Mat n;m (K ).

Bew eis:

t(a � A + b� B ) = a � tA + b� tB : t( tA) = A:

Satz 13.11 (Ranggleic hheit). F•ur jede Matrix A 2 Mat m;n (K ) gilt:

SpaltenrangA = ZeilenrangA

Bew eis:
Es sei r := ZeilenrangA; s := SpaltenrangA.

Angenommenr > s. A = (aij )1� i � m; 1� j � n . A = (~v1; : : : ; ~vn ) =

 
~u1

...
~um

!

. ~vi { Spaltenvek-

toren 2 K m , ~ui { Zeilenvektoren 2 K n .
Es sei f ~vj 1; : : : ; ~vj sg eine Basis f•ur Lin(~v1; : : : ; ~vn ).

Es sei f ~ui 1; : : : ; ~vir g eine Basis f•ur Lin( ~u1; : : : ; ~um ).

(i) Aus r > s folgt, dassdas folgendehomogenelineare Gleichungssystem:

G0 :
rX

�

ai � j � � x � = 0 1 � � � s (??)

r Unbekannte und s Gleichungen hat. Hieraus folgt, dassG0 eine nichttriviale L•osung
hat. Es sei x1; : : : ; xr eine nichttriviale L•osung.

(ii) ~vj 1 ; : : : ; ~vj r ist ein Erzeugendensystem

~vj =
sX

� =1

bj � � ~vj � 1 � j � n

aij =
X

�

= 1sbj � � aij � 1 � j � n; 1 � i � m (?)
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(iii) Wir betrachten nur die Indizes i = i � .

rX

� =1

ai � j � x � =
rX

� =1

 
sX

� =1

bj � � ai � j �

!

| {z }
(?)

�x �

=
rX

� =1

sX

� =1

bj � � ai � j � � x �

=
sX

� =1

rX

� =1

bj � � ai � j � � x �

=
sX

� =1

bj � �
rX

� =1

ai � j � � x �

| {z }
(??)

=
sX

� =1

bj � � 0

= 0

In Vektorschreibweise:x1 �~ui 1+ x2 �~ui 2+ � � �+ xr �~uir = ~0 y ~ui 1; : : : ; ~uir { linear abvh•angig.
Widerspruch.

Somit r = s.

De�nition 13.12. Sei A 2 Mat m;n (K ). Wir de�nier en:

RangA := SpaltenrangA = ZeilenrangA

Klar: RangA = Rang tA � min(m; n).
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x 14 Elemen tare Umform ungen von Matrizen

Es sei K ein K•orper, m; n 2
�

. Es soll der Rang einer Matrix bestimmt werden.

Satz 14.1. Es sei V ein Vektorraum •uber K , P 2
�

und ~v1; : : : ; ~vp 2 V . Dann gilt f•ur
r := Rang(~v1; : : : ; ~vp):

a) F•ur c 2 K ; c 6= 0 gilt r = Rang(~v1; : : : ; c � ~vk ; : : : ; ~vp)

b) r = Rang(~v1; : : : ; ~vj ;
i -Stel le

: : : ; ~vi ;
j -Stel le

: : : ; ~vp)

c) F•ur 1 � k; l � p; (K 6= l) gibt es r = Rang(~v1; : : : ; ~vk + ~vl ; : : : ; ~vl ; : : : ; ~vp).

Bew eis:

a)
pX

i =1

x i � ~vi =
pX

i =1
i 6= k

x i � ~vi +
xk

c
� ~vk

b) Die Vektoraddition ist kommutativ.

c) Sei M := f ~v1; : : : ; ~vk + ~vl ; : : : ; ~vl ; : : : ; ~vpg; M 0 := f ~v1; : : : ; ~vpg. Lin( M ) = Lin( M 0).

M � Lin( M 0) ) Lin( M ) � Lin( M 0)
~vi ; (i 6= k) 2 M ~vk = 1 � (~vk + ~vl ) + (� 1) � ~vl y ~vk 2 Lin( M ) y Lin( M 0) � Lin( M ) y
Lin( M ) = Lin( M 0).

De�nition 14.2. a) Jede der folgenden, auf eine m� n-Matrix •uber K anwendbaren Opera-
tionen, die wieder eine m� n-Matrix liefert:

EZU 1) Addition einer Zeile zu einer anderen Zeile

EZU 2) Multiplikation einer Zeile mit einem von Null verschiedenen Skalar

EZU 3) Vertauschungzweier Zeilen

EZU 4) Addition einer Linearkombination von r Zeilen (1 � r � m) zu einer von dieser
verschiedenen Zeile

hei�en elementar e Zeilenumformungen .

Eine Iter ation elementar er Zeilenumformungen ist eine mehrfacheHintereinander-
ausf•uhrung von elementaren Zeilenumformungen.

b) Analog sind die elementar en Spaltenumformungen ESU 1{ESU 4 de�niert.

c) Eine elementar e Umformung ist eine elementare Zeilen- oder Spaltenumformung.

Schreib weise:
A � � � � � � � !

Z i ! Z i + Z j

A0 (zur i -ten Zeile wird die j -te Zeile addiert)

A � � � � � !
Z i ! a�Z i

A0 (die n-te Zeile wird mit a multipliziert)

A � � � � !
Z i $ Z j

A0 (die i -te und die j -te Zeile werden untereinander vertauscht)

A � � � � � � � � !
Z i ! Z i + aZ i

A0 (zur i -ten Zeile wird das a-fache der j -ten Zeile addiert)

(Analog f•ur Spalten)
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Beispiel:
�

1 1
1 1

�
� � � � � � � !
Z 1 ! Z 1 � Z 2

�
0 0
1 1

�
� � � � � !
S1 ! 2�S1

�
0 0
2 1

�

Satz 14.3 (In varianzsatz). Der Rang einer Matrix bleibt unter Ein
uss iterierter elemen-
tarer Umformungen unver•andert.

Beweis siehe14.1.

Satz 14.4. Sei A 2 Mat m;n (K ) und r 2
�

mit r � min(m; n). Dann sind folgendeAussagen
•aquivalent:

(i) RangA = r

(ii) A ! A0 (durch elementare Zeilenumformungenund Spaltenvertauschungen)mit A' gleich
0

B
B
B
B
B
B
B
@

1 � � : : : � �
0 1 � : : : �

0 0
. . . : : : �

0 : : : 0 1 : : : �
0 : : : : : : : : 0
0 : : : : : : : : 0

1

C
C
C
C
C
C
C
A

(14.1)

mit � = beliebigesElement aus K und r -vielen Zeilen vor 0 : : : 0.

(iii) A ! A0 (der Gestalt (14.1)) [kann] durch elementare Umformungen erhalten werden

(iv) A ! A00(durch elementare Umformungen mit A00gleich der
"
Blockmatrix\

�
�

r
�

r ;n � r
�

m � r ;r
�

m � r ;n � r

�
(14.2)

Bew eis:
Wir zeigen(i ) ) (ii ) ) (iii ) ) (iv ) ) (i ).

(i ) ) (ii ) Wir haben EZU 1{4, ESU 3.

r = 0: A =
�

= A0.

r > 0:

� Durch Vertauschung von Zeilen und Spalten erhalten wir a11 6= 0.

� 1. Zeile wird mit 1
a11

multipliziert. Dann gilt in der neuenMatrix a11 = 1:

A !

0

B
B
@

1 � : : : �
� : : : �

: : : : : :
� : : : �

1

C
C
A

� 1. Zeile wird mt ai 1 multipliziert und zur i -ten Zeile addiert. F•ur alle i = z; : : : ; m:

A � � � � � � � � � !
Z i ! Z i � a i 1 �Z 1

B

0

B
B
B
@

1 � : : : �
0 � : : : �
...

... D
...

0 � : : : �

1

C
C
C
A

(Induktion)
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F•ur D wird die vorhergehendeUmformung vorausgesetzt.Am Ende erhalten wir:

A0 :=

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1 � � � � � � � � � � � � � � � � �
0 1 � � � � � � � � � � � � � �
... 0 1 � � � � � � � � � � �
...

...
. . .

. . .
...

0 0 0 0 1 � : : : �
0 : : : : : : : : : 0
...

...
0 : : : : : : : : : 0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

mit s Zeilen (grau hinterlegt) ungleich (0 : : : 0), die als Vektoren u1 : : : us bezeichnet
werden.

RangA0 = s. Die Vektoren ~u1; : : : ; ~us sind linear unabh•angig, ergeben
P s

i =1 x i � ~ui = ~0.
Daraus folgt:

P s
i =1 x i � ~ui 1 = 0 y (~ui = (~ui 1; : : : ; ~uin )) x1 � u11 = 0, weil ~ui 1 = 0; i > 1.

Aus ~u11 = 1 folgt x1 = 0.
P s

i =1 x i � ~ui 2 = 0 = x1
0

� ui 1 + x2 � ~ui 2
1

+ x3 � 0 + � � � = x2 = 0

und so weiter x3 = x4 � � � = xs = 0.

r = RangA = RangA0 = s y r = s.

(ii ) ) (iii ) klar, da (iii ) mehr Methoden enth•alt

(iii ) ) (iv ) Wir haben

A :=

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1 � � � � � � � � � � � � � � � � �
0 1 � � � � � � � � � � � � � �
... 0 1 � � � � � � � � � � �
...

...
. . .

. . .
...

0 0 0 0 1 � : : : �
0 : : : : : : : : : 0
...

...
0 : : : : : : : : : 0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

!

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1 0 � � � � � � � � � � � � � �
0 1 � � � � � � � � � � � � � �
... 0 1 � � � � � � � � � � �
...

...
. . .

. . .
...

0 0 0 0 1 � : : : �
0 : : : : : : : : : 0
...

...
0 : : : : : : : : : 0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

A � � � � � � � � � !
Z 1 ! Z 1 � a12 Z 2

A0 usw. und erhalten (schematisch!)

0

B
B
B
@

1 0 0 �

0
. . . 0 �

0 0 1 �
0 � � � 0 0

1

C
C
C
A

Durch entsprechendeSpaltenumformungen erhalten wir (14.2).

(iv ) ) (i ) Angenommen,wir habenA auf die Form (14.2) gebracht (
�

�

r
�

r ;m � r
�

m � r
�

m � r ;n � r

�
). Dann

gilt RangA0 = r . RangA = RangA0 = r y RangA = r
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Beispiel
�

2 � 3 5
4 7 � 1

�
� � � � � � !
Z 1 ! 1

2 Z 1

�
1 � 3

2
5
2

4 7 � 1

�
� � � � � � � � !
Z 2 ! Z 2 � 4�z1

�
1 � 3

2
5
2

0 13 11

�
� � � � � � !
Z 2 ! 1

13 Z 2

�
1 � 3

2
5
2

0 1 � 11
13

�

gen•ugt zur Rangbestimmung: Rang2

Bemerkung: F•ur A 2 Mat n (K ) gilt RangA = n gdwA !
�

n nur durch EZU 1{4 und
ESU 3.

14.1 Rangb estimm ung von Matrizen mittels elementarer
Umform ungen

Technik der Rangbestimmung:

� Zur Rangbestimmung reicht (14.1) aus.

� Zur Rangbestimmung beliebigeUmformungen anwenden.

� Es d•urfen mehrereelementare Umformungen gleichzeitig genutzt werden.

� Auf der Hauptdiagonalen brauchen nicht nur 1 zu stehen. Wichtig ist, dassaii 6= 0!

Beispiel

A =

0

B
B
@

18 � 2 7 5
� 2 4 1 � 1
6 � 12 � 3 3
0 20 � 1 10

1

C
C
A �� � � � � � !

S1 !� 1
2 S1

0

B
B
@

9 � 2 7 5
� 1 4 1 � 1
3 � 12 � 3 3
0 20 � 1 10

1

C
C
A � � � � � � � � !

Z 1 ! Z 1 +9 Z 2
Z 1 ! Z 3 +3 Z 2

0

B
B
@

0 34 16 � 4
� 1 4 1 � 1
0 0 0 0
0 20 � 1 10

1

C
C
A

�� � � � !
Z 2 $ Z 3

0

B
B
@

0 34 16 � 4
� 1 4 1 � 1
0 20 � 1 10
0 0 0 0

1

C
C
A �� � � � !

Z 1 $ Z 2

0

B
B
@

� 1 4 1 � 1
0 34 16 � 4
0 20 � 1 10
0 0 0 0

1

C
C
A RangA = 3
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x 15 Lineare Gleic hungssysteme und
Matrizen umform ungen

Es sei K ein K•orper.

15.1 (Das Gau�sc he Eliminationsv erfahren). Gegeben sei dasLineare Gleichungssystem:

G :
a11x1 + � � � + a1n xn = b1

: : : : : : : : : : : : :
am 1x1 + � � � + amn xn = bm

Aufgab e: Alle L•osungenvon G �nden, wobei aij ; bj 2 K .

1. Schritt: Nimm die erste Gleichung.

(i) Alle aij und b1 sind 0, gehezur zweiten Gleichung.

(ii) Alle a1j = 0 und b1 6= 0. Dann hat G keine L•osung.

(iii) Ein aij 6= 0.

2. Schritt: De�nier e x0
1 := x j x0

j := x1 x0
i := x i : i 6= 1; j .

Dann erhalten wir

G0 :

a1j x0
1

6=0

+ � � � + a11x0
j + � � � + a1n x0

n = b1

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
amj x0

1 + � � � + am 1x0
j + � � � + amn x0

n = b1

3. Schritt: (i) Teile die 1. Gleichung durch a1j .

(ii) Addiere zur i -ten Gleichung das � a ij

a1 j
-fach der 1. Gleichung.

Wir haben

G00:

x0
1 + a12

a ij
x0

2 + : : : = b1
a1 j

a0
22x0

2 + : : : = b0
2

)

G000: : : : : : : : : : :
a0

m 2x0
2 + : : : = b0

m

Die L•osungsmengevon G ist gleich der L•osungsmengevon G00(bis auf die Rei-
henfolge). Das L•osen von G00 reduziert sich auf das L•osen von G000plus der
Bedingung

x10 = �
a12

a1j
x0

2 � � � � �
a1n

a1j
x0

n +
b1

a1j
(?)

(Induktion) Wende auf G000 die obigeMethode an.

i) G ist nicht l•osbar, wenn eine Gleichung entsteht, die auf der linken Seite nur 0 als Koef-
�zient hat, auf der rechten Seite nicht 0 hat.

ii) Wir erhalten eine Gleichung der Form:

(n > m) cmr yr + cmr +1 yr +1 + � � � + cmn yn = 1

Dann k•onnen yr 1; : : : ; yn beliebig gew•ahlt werden und y1; : : : ; yr ergeben sich eindeutig aus
den yr +1 ; : : : ; yn .
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(n � m) Wir haben Gleichungen:

ctn yn = dt
...

cmn yn = dn

Widersprechen sich zwei Gleichungen, dann hat G keine L•osung. Somit gibt es f•ur yn

genaueine L•osung. Alle anderen yi k•onnen daraus ermittelt werden (nach (?)).

DiesesVerfahren hei�t Gau� scher A lgorithmus .

De�nition 15.2. Gegeben sei das Lineare Gleichungssystem

G :
nX

j =1

aij � x j = bi (1 � j � m) :

A := (aij )1� i � m; 1� j � n hei�t Ko e�zientenmatrix von G und ~w :=

 
b1

...
bm

!

hei�t die rechte

Seite von G.

G = G(A; ~w); A 2 Mat m;n (K ) ~w 2 K m

15.1 Praktisc he An wendung des Gau�sc hen Algorithm us

1) Gegeben sei

2x1 � 3x2 +5 x3 = 1
4x1 +7 x2 � x3 = � 2

Koe�zien tenmatrix Rechte Seite Umformung
x1 x2 x3

2 � 3 5 1 Z1 ! 1
2 Z1

4 7 � 1 � 2
1 � 3

2
5
2

1
2 Z2 ! Z2 � 4Z1

4 7 � 1 � 2
1 � 3

2
5
2

1
2 Z1 ! 1

13 Z2

0 13 � 11 � 4
1 � 3

2
5
2

1
2

0 1 � 11
13 � 4

13

Wir erhalten: x3 frei w•ahlbar, x2 = 11
13 x3 � 4

13 , x1 = 1
2 + 3

2 x2 � 5
2 x3 = 1

2 + 3
2

�
11
13 x3 � 4

13

�
�

5
2 x3 = 1

26 � 16
13 x3.

2) Es soll das •uber K =
�

gebildete Lineare Gleichungssystem

G :
4x1 +6 x3 � 2x4 = 4
3x1 � 2x2 +2 x4 = 5

x2 � 2x3 + x4 = 2

mittels desGau�schen Algorithm us gel•ost werden.

Koe�zien tenmatrix RS Umformungen
x1 x2 x3 x4
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4 0 6 � 2 4
3 � 2 0 2 5 Z1 $ Z3

0 1 � 2 1 2
0 1 � 2 1 2
3 � 2 0 2 5 S1 $ S2

4 0 6 � 2 4
x2 x1 x3 x4

1 0 � 2 1 2 Z3 ! 1
2 Z3

� 2 3 0 2 5 Z2 ! Z2 + 2 � Z1
�

0 4 6 � 2 4
1 0 � 2 1 2
0 3 � 4 4 9 Z2 ! Z2 � Z3

0 2 3 � 1 2
1 0 � 2 1 2
0 1 � 7 5 7 Z3 ! Z3 � 2 � Z2

0 2 3 � 1 2
1 0 � 2 1 2
0 1 � 7 5 7 Z3 ! 1

17 Z3

0 0 17 � 11 � 12
1 0 � 2 1 2
0 1 � 7 5 7
0 0 1 � 11

17 � 12
17

x4 beliebig, x3 = � 12
17 + 11

17 x4, x1 = 35
17 � 8

17 x4, x2 = 10
17 + 15

17 x4.

Anmerkung

Die pr•ufungsrelevanten Kapitel 1{4 sind damit abgeschlossen.

Kapitel 5: Matrizenrechnung wird wohl nicht vor Mitte M•arz erg•anzt.

Thorsten

� F•uhrt man wie hier zwei Umform ungen in einem Schritt aus, so m•ussen die Umform ungen voneinander unab-
h•angig sein.
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Anmerkung
DiesesKapitel wurde zum Teil im Rahmen der

"
Mathematik f•ur Informatik er 1\

im WS gehalten,n•amlich bis einschlie�lic h der Bemerkungnach der De�nition 17.5
der GeneralLinear Group, Seite102. Der Rest folgt dann im kommendenSemester
in

"
Mathematik f•ur Informatik er 2\. Das Kapitel wird vollst•andig im Rahmen

der letztgenannten Veranstaltung abgepr•uft, der pr•ufungsrelevante Sto� f•ur das
WS 1999/2000endetemit Kapitel IV.

Thorsten Vitt
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Kapitel V Matrizenrechnung

x 16 Matrizenm ultiplik ation

Es sei K ein K•orper, m; n; p;q; r; s 2
�

.

De�nition 16.1. Es sei A = (aij ) 2 Mat m;n (K ) und B = (bij ) 2 Mat np (K ). Dann hei�t die
Matrix

 
nX

s=1

ais � bsj

!

1� i � m; 1� j � p

(16.1)

Matrixpr odukt von A und B . Schreibweise:A � B .

Bemerkungen und Beispiele
1) Die Matrixm ultiplik ation ist eineVerkn•upfung: Mat m; n (K ) � Mat n ;p (K ) ! Mat m;p (K ) mit

der Vorschrift (16.1). Dieseist nur f•ur Matrizenpaare erkl•art, bei der die Spaltenanzahlder
linken Matrix gleich der Zeilenanzahlder rechten ist.

2)
0

B
B
B
B
B
B
@

a11 � � � a1n
...

...
a i 1 � � � a in

...
...

am 1 � � � amn

1

C
C
C
C
C
C
A

�

0

B
@

b11 � � � b1j � � � b1p
...

...
...

bn 1 � � � bnj � � � bnp

1

C
A

An der Stelle (i; j ) (Zeile, Spalte): ai 1 � bij + ai 2 � b2j + � � � + ain � bnj

3)

�
� � 

� 0 � 0 
 0

�

(2 ;3)

�

0

@
a a0

b b0

c c0

1

A

(3;2)

=
�

� � a + � � b+ 
 � c � � a0+ � � b0+ 
 � c0

� 0 � a + � 0 � b+ 
 0 � c � 0 � a0+ � 0 � b0+ 
 0 � c0

�

4)

A0

B
B
@

3 � 1 5
2 1 7
3 4 2
1 2 � 2

1

C
C
A

(4 ;3)

�

B0

@
1 3

� 1 2
5 6

1

A

(3;2)

=

A �B0

B
B
@

29 37
36 50
9 29

� 11 � 5

1

C
C
A

(4 ;2)

B � A ist nicht de�niert!

Satz 16.2 (Eigensc haften der Matrizen-Multiplik ation).

a) Die Matrizen-Multiplikation ist skalar vertr•aglich , d.h. (a�A) �B = A � (a�B ) = a� (A �B ).

b) Die Matrizenmultiplikation ist linksdistributiv , d.h. (A + A0) � B = A � B + A0 � B .

c) Die Matrizenmultiplikation ist rechtsdistributiv , d.h. A � (B + B 0) = A � B + A � B 0.

d) Die Matrizenmultiplikation ist assoziativ , d.h. (A � B ) � C = A � (B � C).

e) Die Matrizenmultiplikation ist unit•ar , d.h.
�

m � A = A = A �
�

n .
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Bew eis:
a) A = (aij )

(m;n )
; B = (bij )

(n;p )
; a 2 K .

a � A = (a � aij )

(a � A) � B = (
P n

s=1 a � ais � bsj ) ij = a � (
P n

s=1 ais � bsj )=

= a � (A � B )
(
P

ais � a � bsj ) = A � (a � B )

b) A = (aij ); A0 = (a0
ij ); B = (bij )

(A + A0) � B = (aij + a0
ij ) ij � (bij ) = (

P
(ais a0

is ) � bij ) ij = A � B + A0 � B

c) analog zu b)

e) A 2 Mat m;n (K ); A = (aij )
�

m � A = (
P m

k=1 � ik � ak j ) i;j
1� i � m
1� j � n

= (aij ) i;j = A

A �
�

n = (
P n

k=1 aik � � k j ) ij = (aij ) i;j = A �

d) (A � B ) � C ?= A � (B � C)

A = (aij ) � y(m; n )
B = (bij ) � (n; p)
C = (cij ) � (p; q)

AB = (a0
ij ) � (m; p)

B C = (b0
ij ) � (n ; q)

(A � B ) � C = (a0
ij ) � (cij )

=

 
pX

k=1

a0
ik � ck j

!

i;j
1� i � m
1� j � q

=

 
pX

k=1

 
nX

� =1

ai� � b�k

!

� ck j

!

=

 
pX

k=1

nX

� =1

ai� � b�k � ck j

!

i;j

(?)

A � (B � C) = (aij ) � (b0
ij ) =

 
nX

� =1

ai� � b0
�j

!

i;j

=

 
nX

� =1

 

ai� �

 
pX

k=1

b�k � ck j

!! !

=

 
nX

� =1

pX

k=1

ai� � b�k � ck j

!

i;j

= (?)

Veranschaulic hung

Das bedeutet, das Summationszeichen kann vertauscht werden,wie an diesemBeispiel klar
wird:

�
1 6

�
3

3 4 +7
4 +6 = 10

� Der sich •uber die � wundernde Leser sei an das Kronecker-Symbol erinnert, siehe S. 81
y Verk•urzte Schreibweise: A � (m; n) := A 2 Mat m;n (K )
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Die Matrixm ultiplik ation ist nic ht komm utativ.
A � (m; n); B � (n; p) =) A � B existiert.

Gilt m 6= p, so ist B � A nicht de�niert.
Gilt m = p, dann existiert B � A: A � (m; n); B � (n; m) A � B � (m; m); B � A � (n; n).
Gilt m = n = p, dann braucht A � B nicht gleich B � A zu sein: Sei A := ( 1 0

0 0 ) ; B :=
( 0 1

0 0 ) y A � B = ( 0 1
0 0 ), aber B6=

�

2

� A6=

�

2

= ( 0 0
0 0 ) =

�

2. Am letzten Beispiel sieht man, dass

auch die Nullteilerfreiheit nicht gegeben ist.

Spezialf •alle
A � (m; n); B � (n; p)

a) m beliebig, n = p = 1

A =

0

B
@

a1
...

am

1

C
A 2 K m = Mat m; 1(K )

B = (a) 2 K 1 = K = Mat 1;1(K ) = K 1

A � B =

0

B
B
B
@

a1 � a
a2 � a

...
am � a

1

C
C
C
A

=

0

B
@

a � a1
...

a � am

1

C
A = a � A

b) m; p beliebig, n = 1

A = ~v =

0

B
@

a1
...

am

1

C
A

B = ~w = (b1; : : : ; bp)

A � B = ~v � ~w =

0

B
@

a1
...

am

1

C
A � (b1; : : : ; bp) =

0

B
B
B
@

a1b1 a1b2 : : : a1bp

a2b1
...

...
am b1 : : : : am bp

1

C
C
C
A

Spaltenvektor � Zeilenvektor = Matrix

c) m = p = 1, n beliebig

Sei ~u := (a1; : : : ; am ); ~v :=

 
b1

...
bn

!

. Dann ist ~u � ~v = a1b1 + a2b2 + � � � + an bn .

Zeilenvektor � Spaltenvektor = Skalar

d) m; n beliebig, p = 1

A = (aij ) 2 Mat m;n (K ); B =

 a1

...
an

!

2 M atm; 1(K ). B =: ~v 2 K n

A � B = A � ~v =

0

B
@

a11 � a1 + a12 � a2 + � � � + a1n � an
...

am 1 � a1 + am 2 � a2 + � � � + amn � an

1

C
A
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f : V ! W;

 a1

...
am

!

! A �

 a1

...
am

!

ist lineare Abbildung.

16.3 (Die Vektorsc hreib weise der Matrizenm ultiplik ation). Sei A 2 Mat m;n (K ); B 2
Mat n;p (K ).

A =

0

B
@

~u1
...

um

1

C
A ~ui = (ai 1; : : : ; ain ) = i -ter Zeilenvektor von A

B = (~v1; : : : ; ~vp) ~vj =

0

B
@

bij
...

bmj

1

C
A = j -ter Spaltenvektor von B

Dann gilt

A � B = (~ui � ~vj )1� i � m; 1� j � p

Ist f ~e1; ~e2; : : : ; ~en g Standardbasis von K n , dann gilt:

A = (A � ~e1; A � ~e2; : : : ; A � ~em )

A � ~ei = (aij ) �

0

B
B
B
B
B
B
@

0
...
1
...
0

1

C
C
C
C
C
C
A

i -te Stelle =

0

B
B
B
@

a1i

a2i
...

ani

1

C
C
C
A

Bemerkungen 16.4.

1.) A 2 Mat m;n (K ); B 2 Mat n;p (K ).

t(A � B ) = tB � tA

2.) F•ur die Matrixeinheiten E ij vom Typ (m; n) und Est vom Typ (n; p) gilt:

E (m;n )
ij � E (n;p )

st = E (m;p )
i;t � � j s

3.) F•ur die quadratische Matrix A 2 M atn (K ) sind folgendeAussagen•aquivalent:

(i) 8B 2 M atn (K )(A � B = B � A)

(ii) A � E ij = E ij � A f•ur alle i; j 2 f 1; : : : ; ng

(iii) (9a 2 K )(A = a �
�

n )

16.1 Quadratisc he Matrizen vom T yp 2

Sei A =
�

a b
c d

�
2 M at2(K ).

det A := ad � bc (Determinante)

SpurA := a + d
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Satz 16.5. F•ur A 2 Mat 2(K ):

a) RangA = 0 , A =
�

2

b) RangA = 1 , A 6=
�

2 ^ det A = 0

c) RangA = 2 , det A 6= 0

Bew eis:
a) RangA = c, d.h. die Spaltenvektoren bilden einen c-dimensionalenUntervektorraum.

RangA = 0, d.h. Lin(( a
c );

�
b
d

�
) = f ~0g y a = b = c = d = 0.

Lin(( 0
0 ); ( 0

0 )) = f 0g ) RangA = 0.

b) RangA = 1gdw( a
c );

�
b
d

�
linear abh•angig sind, aber nicht beide sind ~0. Das hei�t ( a

c ) =
x �

�
b
d

�
oder

�
b
d

�
= x � ( a

c ).
a = xb und c = xd: det A = ad � bc= xbd � bxd = 0. det A = 0; A 6=

�

2 y ad = c (sei
a 6= 0) d = b

a � c.

A =
�

a b
c d

�
=

�
a b
c b

a � c

�
=

�
a b

a � a
c b

a � c

�
y b

a �
�

a
c

�
=

�
b
d

�
.

Zweiter Spaltenvektor ist Linearkombination desersten Spaltenvektors y RangA = 1

c) Restm•oglichkeit von a) und b)

Satz 16.6. F•ur alle A; A0 2 Mat 2(K ) gilt:

a) det(A � A0) = det A � det A0

b) Spur(A � A0) = Spur(A0 � A)

c) A2(= A � A) = (Spur A) � A � (det A) �
�

2

d) Sei A# := (SpurA) �
�

2 � A. Dann gilt A � A# = A# � A = (det A) �
�

2.�

16.2 Blo ckmatrizen

Es seienm; n 2
�

und r; s ganzeZahlen mit 0 � r � m; 0 � s � n.
Eine Blo ckmatrix vom T yp (m; n ) der Stufe ( r ; s) ist eine quadratische Matrix des

Typs 2 der Gestalt
�

A11 A12

A21 A22

�

mit

� A11 2 Mat r ;s

� A12 2 Mat r ;n � s

� A21 2 Mat m � r ;s

� A22 2 Mat m � r ;n � s.
� Jemand rufe mir bitte in Erinnerung, wie man dieses Konstrukt ausspricht (

"
A hash\?) bzw. ob es einen

Namen daf•ur gibt.
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F•ur r = 0: A =
�
A11 A12

�
, f•ur s = 0: A =

�
A11

A21

�
.

Eigensc haften

a :2 K ; A :=
�

A11 A12

A21 A22

�
, dann ist

a � A =
�

a � A11 a � A12

a � A21 a � A22

�

SeienA und B vom gleichen Typ und gleicher Stufe:

A + B =
�

A11 + B11 A12 + B12

A21 + B21 A22 + B22

�

A Typ (m; n) Stufe (r; s)
B Typ (n; p) Stufe (s; t)

A � B =
�

A11 � B11 + A12 � B21 A11 � B12 + A12 � B22

A21 � B11 + A22 � B21 A21 � B12 + A22 � B22

�

•Ubung
�

1r Cr ;s

0s;r 1s

�
�
�

1r D
0 1s

�
=

�
1r C + D
0 1s

�

16.3 Matrizen und lineare Abbildungen

Satz 16.7.

a) Es sei A 2 Mat m;n (K ). Dann ist die Abbildung

`A : K n ! K m ; ~v 2 K n ! `A (~v) := A � ~v

linear, somit `A 2 Hom(K n ; K m ).

b) Ist A = (~v1; : : : ; ~vm ), ~vj 2 K m (1 � j � n) (j -ter Spaltenvektor von A)

Bild `A = Lin(~v1; : : : ; ~vn )

c) Die Abbildung

` : Mat m;n (K ) ! Hom(K n ; K m )

ist linear.

d) F•ur A 2 Mat m;n (K ) und B 2 Mat n;p (K ) gilt

`A �B = `A � `B :

Bew eis:
a) (16.2,a)) `A (a � ~v) = A � (a � ~v) = a � (A � ~v) = a � `a(~v). (16.2,c)) `A (~v + ~v0) = A � (~v + ~v0) =

A � ~v + A � ~v0 = `A (~v) + `A (~v0).
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b) Die Standardbasisvon K n ist f ~e1; : : : ; ~en g, ~ej (der j -te Einheitsvektor) ist Erzeugendensys-
tem f•ur K n . Es gilt ~vj = `A (~vj ) = A � ej = ~vj . f `A (~ej ); 1 � j � ng ist ein Erzeugendensys-
tem f•ur Bild `A (16.3). Somit sind ~v1; : : : ; ~vn Erzeugendensystemf•ur `A (K n ).

c) Wir zeigen: `a�A + b�B = a � `A + b� `B (16.2,b)).

`a�A + b�B (~v) = (a�A+ b�B )(~v) = (a�A)�~v+ (b�B )�~v =
16.2;c)

a�(A�~v)+ b�(B �~v) = a�`A (~v)+ b�`B (~v).

d) (16.2,d)) `AB (~v) = (A � B ) � ~v = A � (B � ~v) = A � (`B (~v)
| {z }

~w

) = A � ~w = `A ( ~w) = `A (`B (~v)) =

(`A � `B )(~v)

Korrollar 16.8. RangA = Rang`A .

De�nition 16.9. F•ur A 2 Mat m;n (K ):

Bild A := Bild `A

Kern A := Kern `A

RangA = Rang`A := dim Bild `A

Beispiel
Sei A :=

�
i 1 1
1 7 � i

�
2 Mat 2;3(

�

).

`A :
� 3 !

� 2 `A (

0

@
z1

z2

z3

1

A ) = A �

0

@
z1

z2

z3

1

A =
�

iz1 + z2 + z3

z1 + 3z2 � iz3

�
= Bild A
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x 17 In vertierbare Matrizen

De�nition 17.1. Eine Matrix A 2 Mat n (K ) hei�t invertierb ar , wenn A0 2 Mat n (K ) exis-
tiert mit

A � A0 = A0 � A =
�

n :

F•ur invertierbar sagt man auch regul•ar , nicht singul•ar .

Satz 17.2. Ist A invertierbar, dann gibt es genaueine Matrix A0 mit A � A0 = A0 � A =
�

n .

Bew eis:
Existenz Gilt, weil A invertierbar.

Eindeutigk eit Es seienA0; A00Matrizen und A0 � A = A � A0 = A00� A = A � A00 =
�

n .

A0 =
�

n � A0 = (A00 � A) � A0 = A00� (A � A0) = A00 �
�

n = A00

De�nition 17.3. Sei A invertierbar. Die Matrix A0 mit A � A0 = A0 � A =
�

n hei�t inverse
Matrix von A und wird mit A � 1 bezeichnet.

Satz 17.4. Es seien A; B invertierbare Matrizen von Mat n (K ) und a 2 K ; a 6= 0. Dann
gelten:

a)
�

n ist invertierbar mit
� � 1

n =
�

n .

b) A � 1 ist invertierbar mit (A � 1)� 1 = A.

c) A � B ist regul•ar mit (A � B ) � 1 = B � 1 � A � 1.

d) a � A ist regul•ar mit (a � A) � 1 = 1
a � A � 1.

e) tA ist invertierbar und es gilt: ( tA) � 1 = t(A � 1).

Bew eis:
a)

�

n �
�

n =
�

n y 1� 1
n = 1n

b) Es gilt A � 1 � A = 1 und A � A � 1 = 1. Somit A = (A � 1)� 1.

c) (A � B ) � (B � 1 � A � 1) = A � (B � B � 1) � A � 1 = A �
�

n � A � 1 = A � A � 1 =
�

n

(B � 1 � A � 1 ) � (A � B ) =
�

n y (A � B ) � 1 = B � 1 � A � 1

d) (a � A)( 1
a � A � 1) = (a � 1

a ) � (A � A � 1) =
�

n . ( 1
a � A � 1) � (a � A) = ( 1

a � a) � (A � 1 � A) =
�

n .

e)
�

n = t �

n = t(A � A � 1) = t(A � 1) tA.
�

n = t �

n = t(A � 1 � A) = tA � t(A � 1).
( tA) � 1 = t(A � 1).

De�nition 17.5 (GLn ). Mit GLn (K ) soll die Menge

GLn (K ) := f A 2 Mat m;n (K ) : A ist regul•arg

bezeichnetwerden.
Es gilt:

�
�

n 2 GLn (K )
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� A; B 2 GLn (K ) ) A � B 2 GLn (K )

� Die Matrizenmultiplikation ist die Verkn•upfung GLn (K ) � GLn (K ) ! GLn (K ).

� Die Matrizenmultiplikation ist assoziativ.

� JedesElement besitzt ein Inverses.

. Dies sind die Eigenschafteneiner Grupp e. GL steht f•ur Gener al Line ar Gr oup

Bemerkung
A; B 2 GLn (K ) 6) (A + B ) 2 GLn (K ) (A + (� A) =

�

,
�

ist nicht regul•ar).

A =
�

a b
c d

�
; A � 1 =

1
det A

�
d � b

� c a

�
, A 2 GLn (K ).

�

Satz 17.6 ( •Aquiv alenzen zur In vertierbark eit). F•ur P 2 Mat n (K ) sind folgendeAussa-
gen •aquivalent:

(i) P ist invertierbar

(ii) RangP = ny

(iii) Die Spaltenvektoren von P bilden eine Basis von K n .

(iv) Die lineare Abbildung

`P : K n ! K n ; ~v ! `P (~v) = P � ~v

ist surjektiv.

(v) `P ist injektiv.

(vi) `P ist bijektiv.

(vii) 9Q 2 Mat n (K ) Q � P =
�

n

(viii) 9Q 2 Mat n (K ) P � Q =
�

n (Q ist dann gleich P � 1)

[Beweis aus Zeitgr•unden nicht gef•uhrt]

De�nition 17.7. Eine MengeG zusammenmit einer Verkn•upfung � hei�t Grupp e, wenn

G1 � ist assoziativ (a � (b � c) = (a � b) � c)

G2 Es gibt eine e 2 G (neutr ales Element ) mit

I) (8a 2 G)(a � e = e � a = a)

II) (8a 2 G)(9b 2 G)(a � b = b� a = e)

Beispiele
� ( � ; +) ; ( � n f 0g; � � � ) sind Gruppen

� Wenn (K ; + ; �) ein K•orper ist, dann sind (K ; +) und (K n f 0g; �) Gruppen

� (GL n (K ); �) ist Gruppe

� Ende der Vorlesung
"
Mathematik f•ur Informatik er 1\. Siehe Anmerkung auf Seite 93

y Dieser Punkt ist insbesondere in der praktisc hen Arb eit (Rechnen mit Zahlenbeispielen) n•utzlic h: Man be-
stimm t einfach den Rang, entspric ht er n, so ist die Matrix regul•ar.
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17.1 Elemen tarmatrizen

De�nition 17.8. Eine Elementarmatrix (der Ordnung n) ist eine Matrix aus Mat n (K ) der
Gestalt:

a)

F (n )
ij =

0

B
B
B
B
B
B
@

1
1

. . . 1
. . .

1

1

C
C
C
C
C
C
A

i -te Zeile

j -te Spalte

0

0

b)

F (n )
i (a) =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

1
1

. . .
a

. . .
1

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

i -te Zeile

0

0

Zum Beispiel ist
�

1 0 0
0 1 0
1 0 1

�
= F (3)

31 oder
�

1 0 0
0 � 4 0
0 0 1

�
= F (3)

2 (� 4).

Satz 17.9. F•ur alle A 2 Mat n (K ) sind folgendeAussagen•aquivalent:

(i) A ist invertierbar.

(ii) A kann allein durch iterierte Elementare Zeilenumformungenin die Einheitsmatrix •uber-
f•uhrt werden.

(iii) A kann allein durch iterierte Elementare Spaltenumformungenin die Einheitsmatrix •uber-
f•uhrt werden.

(iv) A ist ein Produkt von Elementarmatrizen (n-ten Grades)

Ac htung: Es ist nicht erlaubt, Zeilen-und Spaltenumformungenzu mischen(sonst kann man
aus dieserUmformung nicht A � 1 bestimmen. Welche, ob Zeilen-. oder Spaltenumformungen,
ist egal).

Praktisc he An wendung: Um das Inverseeiner regul•aren Matrix zu bestimmen, f•uhrt man
die Umformungen parallel mit der Einheitsmatrix aus, so wie in den folgendenBeispielen.

Beispiel 1:

A =

0

B
B
@

1 � 1 2 3
0 1 � 1 1
2 1 1 0
3 � 5 1 7

1

C
C
A
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A !
�

n
�

n ! A � 1 Zeilenumformungen
1 � 1 2 3 1 0 0 0
0 1 � 1 1 0 1 0 0 Z3 ! Z3 � 2Z1

2 1 1 0 0 0 1 0 Z4 ! Z4 � 3Z1

3 � 5 1 7 0 0 0 1
1 � 1 2 3 1 0 0 0
0 1 � 1 1 0 1 0 0 Z3 ! Z3 � 3Z2

0 3 � 3 � 6 � 2 0 1 0 Z4 ! Z4 + 2Z2

0 � 2 � 5 � 2 � 3 0 0 1
1 � 1 2 3 1 0 0 0 Z3 ! � 1=9Z3

0 1 � 1 1 0 1 0 0 Z4 ! � 1=7Z4

0 0 0 � 9 � 2 � 3 1 0 Z3 $ Z4

0 0 � 7 0 � 3 2 0 1
1 � 1 2 3 1 0 0 0
0 1 � 1 1 0 1 0 0 Z1 ! Z1 � 3Z4

0 0 1 0 3=7 � 2=7 0 � 1=7 Z2 ! Z2 � Z4

0 0 0 1 2=9 1=3 � 1=9 0
1 � 1 2 0 1=3 � 1 1=3 0
0 1 � 1 0 � 2=9 2=3 1=9 0 Z1 ! Z1 + Z2

0 0 1 0 3=7 � 2=7 0 � 1=7

0 0 0 1 2=9 1=3 � 1=9 0
1 0 1 0 1=9 � 1=3 4=9 0
0 1 � 1 0 � 2=9 2=3 1=9 0 Z1 ! Z1 � Z3

0 0 1 0 3=7 � 2=7 0 � 1=7 Z2 ! Z2 + Z3

0 0 0 1 2=9 1=3 � 1=9 0
1 0 0 0 � 20=63 � 1=21 4=9 1=7

0 1 0 0 13=63 5=21 1=9 � 1=7

0 0 1 0 3=7 � 2=7 0 � 1=7

0 0 0 1 2=9 1=3 � 1=9 0

Nun verbleibt noch, den Hauptnenner auszuklammern,und wir erhalten

A � 1 =
1
63

�

0

B
B
@

� 20 � 3 28 9
13 24 7 � 9
27 � 18 0 � 9
14 21 � 7 0

1

C
C
A :

Beispiel 2:

A =

0

B
B
@

4 3 � 1 11
20 � 24 5 25

� 11 15 � 3 � 13
0 8 � 2 6

1

C
C
A

A !
�

n
�

n ! A � 1 Spaltenumformungen
4 3 � 1 11 1 0 0 0

20 � 24 5 25 0 1 0 0 S3 ! � S3

� 11 15 � 3 � 13 0 0 1 0 S1 $ S3

0 8 � 2 6 0 0 0 1
1 3 4 11 0 0 1 0 S2 ! S2 � 3S1

� 5 � 24 20 25 0 1 0 0 S3 ! S3 � 4S1
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3 15 � 11 � 13 � 1 0 0 0 S4 ! S4 � 11S1

2 8 0 6 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0 1 0

� 5 � 9 40 80 0 1 0 0
3 6 � 23 � 46 � 1 3 4 11
2 2 � 8 � 16 0 0 0 1

Man sieht in der letzten Tabellenzeile,dassdie Spalten3 und 4 linear voneinanderabh•angig
sind (2 � S3 = S4). Also ist RangA < 4 (die Umformungen ver•andern den Rang ja nicht), und
damit ist die Matrix A nicht invertierbar (Satz 17.6,(ii)).

•Ubung

1) A =
� 1� i � 1+ i i

2 � 2� i � 1+ i
i 1� i � 1� i

�
, A � 1 =

� 1� i 1+ i i
1� i i 0
� i 1+ i � 1+ i

�

2) A =
� 5 2+65 i � 4+30 i

i � 13+4 i � 6+ i
4 2+52 i � 3+24 i

�
(nicht invertierbar)

17.2 Basisw echsel

Sei V := K n . Gegebven seiendie Basen~x1; : : : ; ~xn und ~y1; : : : ; yn (von V ). Dann gilt:
0

B
@

~y1
...

~yn

1

C
A = A �

0

B
@

~x1
...

~xn

1

C
A A 2 Mat n (K ); A = (aij ; ~yi =

nX

j =1

aij ~x j

Sei~v 2 V . ~v =
P n

i =1 vi � ~x i =
P n

i =1 wi � ~yi .

Zusammenhang zwisc hen vi und wi

~v = (w1; : : : ; wn ) �

0

B
@

~y1
...

~yn

1

C
A = (w1; : : : ; wn ) � A �

0

B
@

~x1
...

~xn

1

C
A = (v1; : : : ; vn ) �

0

B
@

~x1
...

xn

1

C
A

weil x1; : : : ; xn linear unabh•angig: (~v1; : : : ; ~vn ) = ( ~w1; : : : ; wn ) � A

tA � 1 =

0

B
@

v1
...

vn

1

C
A = tA � 1 � tA| {z }

=
�

�

0

B
@

w1
...

wn

1

C
A

0

B
@

w1
...

wn

1

C
A = tA � 1 �

0

B
@

v1
...

vn

1

C
A
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x 18 Lineare Gleic hungssysteme und der Matrizenk alk •ul

18.1 A) Lineare Gleic hungssysteme

(1) G :
a11x1 + � � � + a1n xn = b1

: : : : : : : : : : : : : :
am 1x1 + � � � + amn xn = bn

(explizit

(2)
P n

j =1 aij x j = bj ; i = 1; : : : ; m (Summenform)

(3)
P n

i =1 x i � ~vi = ~w

(4) A � ~x = ~w; A = (aij )~x =

 x 1

...
x n

!

A { Koe�zien tenmatrix, (a; ~w) { Erweiterte Koe�zien tenmatrix

18.2 B) L•osung des Linearen Gleic hungssystems

L(G) =

8
><

>:

0

B
@

x1
...

xn

1

C
A jx1; : : : ; xn { L•osungvon G

9
>=

>;

G hei�t

l•osbar, wenn L(G) 6= ;

univ ersell l•osbar, wenn (8~w 2 K m )(G mit ~w hat eine L•osung)

eindeutig l•osbar, wenn L(G) aus genaueinem Vektor besteht.

18.3 C) L•osungsmetho de

Gau� scher Algorithm us (S. 89�.)

18.4 D) L•osbark eitskriterien

Satz 18.1 (L•osbark eitskriterien). Gegeben sei das Lineare GleichungssystemG : A � ~x = ~w
mit A 2 Mat m;n (K ); ~w 2 K m (n Unbekannte, m Gleichungen). Dann sind folgendeAussagen
•aquivalent:

1.) G ist l•osbar

2.) RangA = Rang(A; ~w)

Bew eis:

Bild( A) := f A � ~u : ~u 2 K n g. Somit w 2 Bild( A) , wenn es

 u1

...
u2

!

2 K n gibt mit ~w = A � ~u,

d.h. ~u 2 L(G).

) Es gibt ~x 2 L(G), d.h. ~w = A � ~x. y ~w 2 Lin(~v1; : : : ; ~vn ) y RangA = Rang(A; ~w).

( RangA = Rang(A; ~w) y w 2 Lin(~v1; : : : ; ~vn ) y L (G) 6= ;

106



x 18 Lineare Gleichungssystemeund der Matrizenkalk•ul

Satz 18.2 (Kriterium f•ur univ erselle L•osbark eit). Sei G wie in 18.1. Dann gilt folgende
•Aquivalenz:

1.) G ist universell l•osbar.

2.) RangA = m

Bew eis:
1 ) 2 G ist universell l•osbar, d.h. jeder Vektor ~w aus K m ist Linearkombination der Spalten-

vektoren von G. Somit Lin(~v1; : : : ; ~vn ) = K m (~vi 2 K m ), somit RangA = m.

2 ) 1 RangA = m, d.h. f ~v1; : : : ; ~vn g besitzt m viele linear unabh•angigeVektoren. Somit gilt
Lin(~v1; : : : ; ~vn ) = K m , d.h. G ist universell l•osbar.

Satz 18.3 (Kriterium f•ur eindeutige L•osbark eit). Sei G wie in 18.1 und l•osbar. Dann
gilt folgende •Aquivalenz: Dann gilt folgende •Aquivalenz:

1.) G ist eindeutig l•osbar.

2.) Kern A = f ~0g

Bew eis:
Kern(A) = f ~z

2 K n
: A � ~z = ~0m g

1 ) 2 G ist eindeutig l•osbar. D.h. L (G) = f ~ug. L (G) = f ~u0+ ~z : ~z 2 L(G0)g(~u0 2 L(G)) y
L (G0) = f ~0g. L (G0) = Kern A.

2 ) 1 f ~0g = Kern A = L(G0) y L (G0) = f ~0gL(G) = f ~u + ~z : ~z 2 L(G0)g.

Satz 18.4 (Kriterium f•ur univ erselle, eindeutige L•osung). Sei G wie in 18.1. Dann
gilt folgende •Aquivalenz:

1.) G ist universell eindeutig, eindeutig l•osbar. ???

2.) m = n und A regul•ar (invertierbar)

Bew eis:
1 ) 2 Sei G universell, eundeutig l•osbar. Dann ist nach 18.2 Rang(A) = m und nach 18.3

Kern(A) = f ~0g. Dimensionsformel: n = dim(Kern(A))
| {z }

0

+ Rang(A)
| {z }

m

= m.

Somit ist A eine quadratische Matrix vom Typ m und hat den Rang m. Aus 17.6,(ii)
folgt: A ist regul•ar.

2 ) 1 Sei A eine quadratische Matrix vom Typ n und invertierbar. Somit ist Rang(A) = n.
Also sind alle Spaltenvektoren ~v1; : : : ; ~vn linear unabh•angig. Somit Kern(A) = f ~0g,
daraus folgt nach 18.3: G ist eindeutig l•osbar. RangA = m (Rang A = n und m = n).

Satz 18.5.

(i) F•ur A 2 Mat m;n (K ) bleibt dasBild von A bei Elementaren Spaltenumformungenerhalten.
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(ii) F•ur A 2 Mat m;n (K ) bleibt der Kern von A bei Elementaren Zeilenumformungenerhalten.

Bew eis:
(i)

A � � � � � � � � � !
Si ! aS i (a6=0)

A0 A � ~x
2 K n

= A0 � ~x0

2 K n
~x =

0

B
@

x1
...

xn

1

C
A ~x0 =

0

B
B
B
B
B
B
@

x1
...

1
a x i
...

xn

1

C
C
C
C
C
C
A

A � � � � � � � !
Si ! Si + Sj

A0 A � ~x = A0 � ~x0 ~x0 =

0

B
B
B
B
B
B
@

x1
...

x j � x i
...

xn

1

C
C
C
C
C
C
A

i -te Stelle�

� Hier hat er irgendwas nachtr•aglich korrigiert. Was genau?
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x 19 Determinan ten

JedemA 2 Mat n (K ) wird eine Zahl zugeordnet: Die Determinante jAj bzw. det(A) 2 K .

De�nition 19.1 (P erm utation). Gegeben sei die Menge f 1; 2; : : : ; ng. Eine bijektive Abbil-
dung von dieser Mengeauf sich hei�t Permutation (der Menge f 1; : : : ; ng).

� =
�

1 2 3 : : : n
j 1 j 2 j 3 : : : j n

�

� =
�
j 1 j 2 j 3 : : : j n

� f j 1; : : : ; j n g = f 1; : : : ; ng (1)

j 1; j 2; : : : ; j n ist eine Umordnung der Folge 1; 2; : : : ; n. Die Menge aller Permutationen von
f 1; : : : ; ng bezeichnetman mit Sn .

Beispiel
� = ( 1 2 3 4

2 1 3 4 ) : � 1 = 2; � 2 = 1; � 3 = 3; � 4 = 4
jSn j = n! (jS4j = 24)
Es gibt eine Verkn•upfung zwischen Permutationen, quasi eine Verkettung:

�
1 2 3
2 1 3

�
�

�
1 2 3
3 2 1

�
=

�
1 2 3
3 1 2

�

(Sn ; � ) ist eine Gruppe.

De�nition 19.2. Sei � 2 Sn . � hei�t gerade (unger ade), wenn die Anzahl der Paare (i; k)
mit

i > k ^ � i < � k (2)

gerade (ungerade) ist.
Das Signum von � 2 Sn ist de�niert als

sgn(� ) =

(
+1 : � ist gerade
� 1 : � ist ungerade

Beispiele
1.) Bei � = ( 1 2 3 4 5

3 5 1 4 2 ) existierendie folgendenPaare(i; k) wie in (2): (3; 1); (5; 1); (3; 2); (4; 2); (5; 2); (5; 4).
Es sind derer sechs, alsi ist � gerade.

2.) Eine Permutation � 2 Sn hei�t Transp osition , wenn � zwei Zahlen i und j (i 6= j )
vertauscht und alle anderengleichl•asst:

� i = j; � j = i; � k = k(k 6= i; j ) :
�

1 : : : i : : : j : : : n
1 : : : j : : : i : : : n

�
(i < j )

FolgendaPaare erf•ullen (2):

� (j; i )

� alle (j; x) mit x = i + 1; : : : ; j � 1

� alle (x; i ) mit x = i + 1; : : : ; j � 1

Es gibt 2 � (j � i � 1) + 1 Paare, die (2) erf•ullen, also sind Transpositionen ungerade
Permutationen.
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De�nition 19.3 (Determinan ten). Gegeben sei A 2 Mat n (K ); A = (aij )1� i;j � n . Wir be-
trachtennur solcheProdukte von n Elementenaus A, sodassgenauein Element aus jeder Zeile
und genauein Element aus jeder Spalte als Faktor auftritt und schreiben daf•ur

a1j 1 � a2j 2 � � � � � anj n ;
�
j 1 j 2 : : : j n

�
2 Sn (3)

(Die Zuordnung (3) $ � 2 Sn ist 1 { 1)

De�nition 19.4. A 2 Mat n (K )

jAj = det(A) :=
X

� 2 Sn

sgn(� ) � a1� 1 � a2� 2 � � � � � an� n

Ausf•uhrliche Schreibweisef•ur jAj:
�
�
�
�
�
�

a11 a12 : : : a1n

: : : : : : : : :
an 1 : : : : ann

�
�
�
�
�
�

Beispiele
n = 1 A = (ann ); jAj = (+1) � a11 = a11

n = 2 A =
�

a11 a12

a21 a22

�

jAj = (+1) a11 � a22 + (� 1) � a12 � a21
�
�
�
�

4 � 5
� 1 � 2

�
�
�
� = � 13

n = 3

A =

 a11 a12 a13
! a11 a12

a21 a22 a23 a21 a23

a31 a32 a33 a31 a33

jAj = a11 � a22 � a33 + a12 � a23 � a31 + a13 � a21 � a32

� a13 � a22 � a31 � a11 � a23 � a32 � a12 � a21 � a33

jAj = a11 � (a22 � a33 � a23 � a32) � a12 � (a21 � a33 � a23 � a31) + a13 � (a21 � a32 � a22 � a31)

= a11 �

�
�
�
�
a22 a23

a33 a33

�
�
�
� � a12 �

�
�
�
�
a21 a23

a31 a33

�
�
�
� + a13 �

�
�
�
�
a21 a22

a31 a32

�
�
�
�

•Ubung�
�
�

2 3 4
5 6 7
8 9 1

�
�
� = 27;

�
�
�

2 3 � 4
0 � 4 2
1 � 1 5

�
�
� = � 46

19.5 (Eigensc haften der Determinan ten).

Satz 19.6. jAj = j tAj

Satz 19.7.

(i) Besteht eine Spalte oder Zeile von A nur aus Nullen, dann ist jAj = 0.

(ii) Sind in A zwei Zeilen oder zwei Spalten gleich, dann ist jAj = 0.
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(iii) Ist A eine Dreiecksmatrix, dann jAj = a11 � a22 � � � � � ann .

Satz 19.8.

1.) A � � � � � !
Z i ! a�Z i

A0; jA0j = a � jAj

2.) A � � � � !
Z i $ Z j

( i 6= j )

A0; jA0j = �j Aj

3.) A � � � � � � � � !
Z i ! Z i + a�Z j

A0; jA0j = jAj

Satz 19.9. Sei A 2 Mat n (K ). Dann sind folgendeAussagen•aquivalent:

(i) A ist invertierbar

(ii) jAj 6= 0

Satz 19.10. Die Determinantenfunktion ist multiplikativ, d.h.

jAj � jB j = jA � B j

De�nition 19.11 (Minor und Kofaktor). Gegeben sei A 2 Mat n (K ); A = (ak l ). Mit M ij

soll die Matrix der Ordnung n � 1 bezeichnetwerden, die aus A durch Weglassender i -ten
Zeile und der j -ten Spalte entsteht.

jM ij j hei�t Minor des Elements a ij . Der Kofaktor von a ij ist der
"
mit Vorzeichen

verseheneMinor\, BezeichnungA ij :

A ij := (� 1)i + j � jM ij j

Beispiel

A =
�

2 3 4
5 6 7
8 9 1

�
: M 23 = ( 2 3

8 9 ) ; jM 23j = � 6; A23 = (� 1)2+3 � (� 6) = 6.

Satz 19.12 (En twic klungssatz). Es gilt

jAj = ai 1 � A i 1 + ai 1 � A i 2 + � � � + ain � A in oder auch

= a1j � A1j + a2j � A2j + � � � + anj � Anj

Hin weis
19.8 und 19.12zusammenergeben eine praktische Methode zur Berechnung von Determinan-
ten. Taktik: A � � !

EU
A0 und in A0 hat eine Zeile oder Spalte die for 00: : : 010: : : 0 und dann

Entwicklungssatzanwenden.

Beispiel:

A =

0

B
B
@

5 4 2 1

2 3 1 � 2
� 5 � 7 � 3 � 9
1 � 2 � 1 4

1

C
C
A . A � � � � � � � � !

Z 1 ! Z 1 � 2Z 2
Z 3 ! Z 3 +3 Z 2
Z 4 ! Z 4 + Z 2

A0 =

0

B
B
@

1 � 2 0 5

2 3 1 � 2
1 2 0 3
3 1 0 2

1

C
C
A

jAj = jA0j; > A0 = (� 1)2+3 �
�
�
�

1 � 2 5
1 2 3
3 2 1

�
�
� = �j B j = �

B 0
11z }| {

(� 1)1+1
�
� 4 � 2

7 � 18

�
� = � (� 52 + 14) = 38,

wobei B :=
�

1 � 2 5
1 2 3
3 1 2

�
� � � � � � � � !

Z 2 ! Z 2 � Z 1
Z 3 ! Z 3 � 3Z 1

� 1 � 2 5
0 4 � 2
0 7 � 13

�
=: B 0.
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19.1 Die Adjunkte

Sei A 2 Mat n (K ).

De�nition 19.13. Die Transponierte der Kofaktoren aij ; 1 � i; j � n hei�t A djungierte von
A und wird mit adj(A) bezeichnet.

Beispiel

A =

0

@
2 3 � 4
0 � 4 2
1 � 1 5

1

A
A11 = (� 1)1+1 �

�
� � 4 2

� 1 5

�
� = � 18 A21 = � 11 A31 = � 10

A12 = 2 A22 = 14 A32 = � 4
A13 = 4 A23 = 5 A33 = � 8

adj(A) =

0

@
� 18 � 11 10

2 14 � 4
4 5 8

1

A

Satz 19.14. Sei A 2 Mat n (K ). Dann gilt:

A � adj(A) = adj(A) � A = jaj �
�

n

Somit gilt f•ur A mit jAj 6= 0:

A � 1 =
1

jAj
� adj(A)

Beispiel von ob en

jAj = � 46 A � 1 =

0

@
9=23 11=46 5=23

� 1=23 � 2=23 2=23
� 2=23 � 5=46 4=23

1

A

19.2 Determinan ten und Lineare Gleic hungssysteme

Gegeben Sei das Lineare Gleichungssystem

G :
a11x1 + � � � + a1n xn = b1

: : : : : : : : : : : : : :
an 1x1 + � � � + ann xn = bn

(Anzahl der Unbekannten = Anzahl der Gleichungen).

Satz 19.15 (Kramersc he Regel). G hat eine eindeutigeL•osunggenaudann, wenn jAj 6= 0
(A = (aij )) und es gilt:

x1 =
jA1 j
jAj

; x2 =
jA2 j
jAj

; : : : ; xn =
jAn j
jAj

A i entsteht aus A durch Ersetzender i -ten Spalte durch

 
b1

...
bn

!

.

Korrollar 19.16. Ein homogeneslineares Gleichungssystemhat eine nichttriviale L•osungge-
nau dann, wenn jAj = 0.
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x 19 Determinanten

Beispiel

Gegeben sei G :
2x � 3y = 7
3x + 5y = 1

.

�
�
�
�
2 � 3
3 5

�
�
�
� = 19 ) esgibt genaueine L•osung.

x =

�
� 7 � 3

1 5

�
�

19
=

38
19

= 2

y =
j 2 7

3 1 j
19

=
� 19
19

= � 1

19.3 Axiomatisc he Beschreibung der Determinan tenfunktion

Eine Funktion D : Mat n (K ) ! K mit den folgendenEigenschaften:

1.) D (
�

n ) = 1K

2.) D ist alternierend, d.h. (f•ur A = (~v1; : : : ; ~vn )) D (~v1; ~v2; : : : ; ~vn ) = 0, wenn ~vi = ~vj ist
(i 6= j )

3.) D ist multilinear, d.h.

i) D (~v1; : : : ; ~vi + ~v0
i ; : : : ; ~vn ) = D(~v1; : : : ; ~vi ; : : : ; ~vn ) + D(~v1; : : : ; ~v0

i ; : : : ; ~vn )

ii) D (~v1; : : : ; k � ~vi ; : : : ; ~vn ) = k � D (~v1; : : : ; ~vi ; : : : ; ~vn ) (i beliebig)

stimmt mit der Determinantenfunktion •uberein.

Ende Kurs I

Damit endet Kurs I (Lineare Algebra). Kurs I I (Analysis) wird in einer separatenMitschrift
fortgesetzt. An dieseDatei wird nichts mehr angeh•angt, Aktualisierungen beschr•anken sich
auf Fehlerkorrekturen und ggf. Erg•anzungenim Text.

Thorsten
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0K (Nullelement), 8
1K (Einselement), 8
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�
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�

(Komplexe Zahlen), 22
, ( •Aquivalenz), 2
) (Implik ation), 2
k (Norm), 34
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�= (Isomorphie), 71

�

n (Einheitsmatrix), 80
� b (Skalarmultiplik ation), 68
: (Negation), 3
� (direkte Summe), 52
z (konjugiert komplexeZahl), 25Q

, 17
� w , 68
� (Negation), 3
h~u;~vi (Skalarprodukt), 34
� ; � (Inklusion), 6P

(Summenzeichen), 11
� (Kreuzprodukt, 6
tA (Transponierte), 83

~0, 32
_ (Disjunktion), 2
j (Betrag)

komplexeZahlen, 25
reelle Zahlen, 21

j (M•achtigkeit von Mengen), 58
^ (Konjunktion), 2
i , 23
+ K (K•orperaddition), 8

A
Abbildung, 67

inverse,68
lineare, 67, 69

Dimensionsformel,76
Rang, 77

abh•angig
linear, 54

Addition, 8
geometrisch

komplexeZahlen, 26
reelle Zahlen, 20

lineare Abbildungen, 70
Vektor-, 32

Additionstheoreme f•ur Sinus und Kosinus,
28

Adjungierte, 112
Adjunkte, 112
•Aquivalenz, 2
•Aquivalenzrelation, 71
A ij , 111
Allaussagen,2
Antisymmetrie, 6
assoziativ, 8
Assoziativit•at

Komposition, 68
Vektoraddition, 33
verallgemeinerte,17

Aussage,2
Aussagenlogik,2
Aussageverkn•upfungen, 2
Austauschsatz, 59

Steinitzscher, 63

B
Basis, 18, 56

-wechsel, 105
kanonische, 56
Standard-, 56

Basiskriterium, 56
Basissatz,61
Betrag

Komplexe Zahlen, 25
Betragsfunktion

reelle Zahlen, 21
bijektiv, 20, 68, 77
Bild, 74
Blockmatrix, 98
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C
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D
Danksagung,ii
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� ij (Kronecker-Symbol), 81
det, 97
Determinante, 97
Determinanten, 110
Diagonalmatrix, 80
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Mengen, 50
dimK V, 61
Dimension, 61

lineare Gleichungssysteme,65
Untervektorr•aume, 63

Dimensionsformel
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lineare Abbildungen, 76

direkte Summe,52, 65
direktes Produkt, 6
Disclaimer, ii
Disjunktion, 2
distributiv, 8
Distributivgesetz

allgemeines,10
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verallgemeinerte,11

Division
geometrisch

reelle Zahlen, 20
Durchschnitt, 50

Untervektorr•aume, 50, 51

E
Ebene

Komplexe, 23
Einbettung, 22

nat•urliche, 67
eingeschr•ankt, 40
Einheit

imagin•are, 23
Einheitskreis, 28
Einheitsmatrix, 80
Einheitsvektor, 49
Einselement, 8, 9
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Elementarmatrizen, 103
Eliminationsv erfahren

Gau� sches,89{ 91
EndK (V ), 71
endlich-dimensional, 61
Endomorphismus, 71
Entwicklungssatz,111
Epq , 81
Erzeugendensystem,49
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ESU, 85
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EZU, 85

F
f � 1, 68
Familie

Mengen,50
Fundemantall•osung,66
Funktion, 67
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General Linear Group, 102
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GL, 102
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lineares,42{ 46
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Matrizenkalk•ul, 106{ 108
Vektorr•aume, 44

Gr•o�envergleich, 20
Gruppe, 102

H
Hauptdiagonale, 80, 82
HomK (V; W ), 70
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Homogenisierung,42
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Lineare, 47

I
i , 23
idM , 67
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Im, 23
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rein, 23
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linear abh•angig, 54
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maximal, 61
lineare Abbildung, 69
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Rang, 77

Lineare Abbildung, 67
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LinearesGleichungssystem,42{ 46
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Vektorr•aume, 44

Linearkombination, 47
triviale, 47

l•osbar, 42, 66
universell, 66, 79
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triviale, 45
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Logik, 2

M
M•achtigkeit, 58
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Matrix, 80

quadratisch, 80
Matrixeinheit, 81
Matrixpro dukt, 94
Matrizen
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Bildung, 5
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Nullvektor, 32, 35

O
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P
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Pr•adikatenlogik, 2
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Produkt

direktes, 6
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Matrix, 94

Projektion
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Q
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R
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lineare Abbildung, 77
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Re, 23
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� w , 68
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universell l•osbar, 66, 79
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Dimension, 63
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V
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