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Kapitel | Die (Zahlen-) Korper der reellen und der komplexen Zahlen

x 1 Sprachlic he Kon ventionen (Logik)

1.1 Aussage

Eine Aussageist die Wiedergabe eines Sadwerhaltes. Im Gegensatzzu anderen (umgangs-
spradhlichen) Satzen wie Frage- oder Ausrufesatzen hat jede Aussageeinen Wahrheitswert {

Postulat 1. Postulat der (klassischen)Logik ist: ,,Jede Aussageist falsch oder wahi
Beispiele:
(i) .1+ 1= 2 (wahre Aussage)
(iiy ,Caesarwar ein Griecha (falsche Aussage)
(i) ,Am 1. 1. 2000wird esin Berlin regnen (Wahrheitswert unklar, aber esexistiert einer)
Das Wort ,Haus ist keine Aussage,aber man kann daraus eine Aussagebilden:
«~Haus\: Preadikat (Begri )
«1+ N Term (bestimmt, d.h. Ergebnis steht fest)
1+ X\: Term (unbestimmt, d.h. Ergebnis steht noch nicht fest)
+Aus 1+ 1 folgt 2: sinnlos, eigertlich keine Aussage: Man kann Terme nicht mit ,,Aus :::

folgt\ verbinden

1.2 Aussageverkn mpfungen

Man kann Aussagenzu neuenAussagenverknepfen:

@M :irund:i\ Konjunktion n

@iy ., :::oder::i:\ Disjunktion _

(i)  Wenn:::,so:::\ Implik ation )

(iv) .Genaudann,wenn:::,so:::\ Aquiv alenz ,
Bemerkungen:

Das ,oden aus (ii) ist dasnicht ausschliessende oder.

Neben den oben genanrten ndet man noch weitere Formulierungen, z.B. ,,Dann und nur
dann, wenn fur die Aquivalenz.

Seien und Aussagen,so nennt man in der Implikation ) Pramisse und
Konklusion
Die Aussagenlogikist bekannt seit Aristoteles, ihre Vertiefung ist die neuerePreadikatenlo-
gik.
1.3 All- und Existenzaussagen (Quan toren)
Beispiele:
(i) .Alle Dinge, die die Eigensdaft E haben, haben auch die Eigenstaft F\ (Allaussage)

(i) .Es gibtl] ein Ding, das die Eigenstaft E hat\ (Existenzaussage)

meint: ,Es gibt wenigstens ein Ding\



x 1 Spradliche Konventionen (Logik)

Bemerkungen:

(i) ,Esgibt hechstens::: \ (z.B. ein Objekt mit der Eigensdaft E)

(iv) .Esgibt genauein Objekt mit der Eigensdaft E\

.11 sind zusammengesetztéussagenaus All- und Existenzaussage:

(i) Fur zwei Objekte x und y, die die Eigensdaft E haben, mussgelten: x = y Allaussage
(iv) Kombination aus Allaussage(wie im vorigen Punkt) und Existenzaussage

Symbole

Allaussage: 8

Existenzaussage: 9

Es gibt hochstns n viele :::: 9 "x:::
Es gibt genau n viele :::: 91"x:::
Es gibt genau ein x mit :::: 9x:::

Die Beispielevom Anfang desAbschnitts in symbolischer Schreibweise:

(i) (8)(E(x)) F(x))
(i) (9x)(E(x))

1.4 Negation

Jede Aussagekann durch Negation in eine andere Aussageumgefornmt werden, die den entge-
gengesetzteriWahrheitswert hat. Das Symbol der Negation ist : (selten auch ).

Beispiele von aquiv alenten Aussagen mit Negation:

( und seienAussagen)

@ .

i ™) ¢ )_@¢)

@ =)y ), ~C¢)

(iv) ) $ . ) : (Kontrap osition , Methode desindirekten Beweises)

Negation der All- und Existenzaussagen
8X(E(x)) , 9 x(: (E(x)))
B X(EX), 9IX( E(X)
IX(E(x)), :8x(:EX))
9 x(EX)), 8(:E(X)

Hin weis: x 6 y ist nur eine verkerzte Schreibweisevon : (x = y).
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1.5 De nitionen

De nitionen dienender Verkurzung und der Veranstdaulichung von Sadwerhalten.
De nitionsgleic  hung:
X:=a , a=: x , X=g a
wobei a das bekannte Objekt und x das neue Symbol fur a sein soll.
Beispiele:

2=1+1 4=1+1+1+1

f ist stetigin x:= 8 > 09 > 08x°2 Df (f)[jx° xj< ) jf(x) f(x9Yj< ]



X2 Mengen

X 2 Mengen

2.1 Der Begri der Menge

De nition  2.1. Eine Mengeist nach Cantor [ eine Zusammenfassungson Objekten unseter
Anschauungoder unseres Denkenszu einem Ganzen.
SeiM eine Mengeund x ein Objekt, dann soll x 2 M bedeuten, dassx Elementvon M ist.

t(x2M), x2ZM(x ist nicht Element von M)

2.2 Mengen bildung

Es gibt zwei Hauptmethoden, um Mengen zu bilden:

(i) Gegelenseienendlich oder unendlich viele Objekte in einerListe X3 ; X2; X3. Dann existiert
die Menge, die genaudieseObjekte als Elemerte ernthelt.

Sdhreibweise: fXx1;X2;X3;::: 0

(i) Ist E eine Eigensdaft, dann gibt eseine Menge, die genau die Objekte als Elemente
enthelt, die die Eigensdaft E haben.

Sdreibweise: f xjE (x)g (oder: fx : E(x)Q)

2.3 Wic htige Beispiele

a) natwerliche Zahlen 1;2; 3;::: bilden die Menge

b) die nicht negativen Zahlen °=10;1;2;:::g

c) die Mengeder ganzenZahlen = f0;+1; 1;+2; 2;:::g

d) die rationalen Zahlen bilden eine Menge = f%jp;q 2 " q6 (0g
e) die Mengeder reellenZahlen = fxjx ist reelle Zahlg

f) weitere Mengen: z.B. 1; f1g

2.4 Mengengleic hheit

De nition  2.2. Zwei MengenM und N sind gleich (M = N) genaudenn wenn sie die sellen
Elemente halen (Extensionalitatseigenschaftder Mengen)

M=N, (8)(xx2M, x2N)

2.5 Die leere Menge ;

De nition  2.3. Diejenige Menge, die keine Elemente besitzt, wird leere Menge genanntund
mit dem Symtol ; bezeichnet.

M=N, (B)XxZM)

Siehe auch , Logik\-Skript
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2.6 Teilmengen und Inklusion

De nition  2.4. Gegelen seienzweiMengenM und N, M heit Teilmengevon N, wennjedes
Elementvon M auch Element von N ist.

M N(auch: M N)[] , 8X)(x2M) x2N) I nklusion

Es existiert auch die SchreibweiseN M (,N ist Obermengevon M\).
Eine wichtige Mengerbildungsmethode ist folgende:

Gegelen sei eine Menge M und eine Eigensdaft E. Dann existiert die Menge
fx 2 MjE(x)g.

Satz 2.5. EsseienM, N und P Mengen. Dann gilt

() M M (Re exiviteat)

i (M NN P) ) M P (Transitivitat)
@iy (M N)A(N M) ) N=M (Antisymmetrie)
(iv) ; M

Esist erlaubt zu schreibenM; M, M3

2.7 Das (geordnete) Paar, das kartesisc he Pro dukt

Denition  2.6. Es seien M und N zwei nicht leere Mengen. Fur heliebige Elemente x 2
M undy 2 M kennen wir das geordnete Paar de nieren, Schreibweise[x;y] (xly = 1./2.
Komponente).

Xyl= [x%y9, x=x%"y=y°

fX; yg bezeitinet ein ungeordnetesPaar: fx; yg = fy;xg, wahrend [x;y] = [y;x], X =Y.
Ub ereinkunft:  Aufgrund desgehauften Auftretens geordneterPaare meinenwir mit dem
Begri Paar immer geordnetes Paar.

Denition 2.7. Es seienM und N Mengen. Die Menge aller Paare [x;y] mit x 2 M und
y2 N soll mit M N bezeichnetwerdenund heit dasKr euzprodukt von M und N, direkte
Produkt von M und N oder auch das kartesise Produkt von M und N.

Ist N =M,alsoM N=M M, dannschreicenwir fur M M = M?2,

IstM = ;,danngit M N = ;.
Beispiele

M =1f1,29; N = f2;3g

M N =1(1;2);(1;3);(2,2);(2;3)9
N M =1(21),(2,2);(31)(32)9
M NN M

(' : nicht kommutativ)

E. Herrmann verwendet im Verlauf der Vorlesung beide Schreibweisen, deshalb auch ich in diesem Skript. Fer
.edte Teilmenge wird jedoch von mir durchgangig (bzw. ( , wenn ich mich vertippt habe) verwendet und
nicht wie sonst in der Literatur oder z.B. bei P. Starke ublich ,, \.



X2 Mengen

2.8 Der Begri der Verkn upfung

De nition  2.8. Gegelen sei eine Menge M . Eine Verknupfung ist eine irgendwie gegelene,
eindeutige Zuordnung, bei der jedem Paar [x;y];x 2 M 2y 2 M ein ElementausM zugerdnet
wird.

Beispiel: Die Addition

x;y]2 21 z2 (z=x+Yy)

Sdreibweise:f :M2 | M
Eine Verkneupfung ist eine zweistellige Funktion einer Mengein sich selbst.



Kapitel | Die (Zahlen-) Korper der reellen und der komplexen Zahlen

x 3 Der Begri des Keorpers

Denition  3.1. Ein Kerper ist eine Menge K zusammenmit zwei Verknupfungen, von der
eine als Addition mit dem Symhol + ¢ und die ander als Multiplikation ~ mit dem Symliol
k bezeichnetwird, wenn folgendeBedingungenerfullt sind:

(i) K enthalt wenigstenszwei Elemente

(i) Die Addition ist assoziativ: (8x)(8y)(8z) (X+k ¥)+k z=X+k (Y+k 2)
(i) Die Addition ist kommutativ: (8x)(8y)(X +k Y=y +k X)

(iv) Die Multiplikation ist assoziativ: (8x)(8y)(82) (X k ¥) k z=X k (Y k 2)
(v) Die Multiplikation ist kommutativ: (8x)(8y)(X k Y=V « X)

(vi) Die Addition und die Multiplikation sind distributiv:

(8a)(8b)(8c) a k (b+k c)=ak b+ +xakc
(vii) Esgibtin K ein Element, dasmit Ox bezeichnetwird, mit der Eigenschaft(8a)(a+  Ox =
a) : (Nullelement)

(viii) Esgibtin K ein Element, dasmit 1x bezeichnetwird, mit der Eigenschaft(8a)(a x 1k =
a) : (Einselement)

(ix) (8a)(9a)(a+x a’= Ok)
(x) (8a;a6 Ok )(9a )(a k a = 1)

Beispiele:

a) [ ;+; ]ist ein Korper.

b) [ ;+; ]ist kein Korper, das Axiom (x) ist nicht erfullt.
c) [ ;+; ]ist ein Korper.

Satz 3.2. Essei[K;+k; k] ein Korper.

a) Es gibt genauein Element 0 in K.

b) Es gibt genauein Element 1k in K.

Bew eis:
(Statt +¢ ; ;0 ;1k sdreibenwir +; ;0;1)
a) Existenz: Axiom (i)

Eindeutigk eit: Seien0und 0°2 K mit

(8a)(a+ 0= a) und (8a)(a+ 0°= a)
0°= 0°+ 0 (fur a 0% einsetzen)
0+ 0°  (Kommutativiteat ()
0



x 3 Der Begri desKorpers

b) (ehnlich)

De nition  3.3. a) Das eindeutig bestimmte Element Ox in K heit Nul lelement in K oder
kurz Null in K oder Neutrales Elementin K bezglich der Addition (a+k Ok = a).

b) Das eindeutig bestimmte Element 1x in K mit a ¢ 1k = a heit Einselement in K oder
kurz Eins.

Satz 3.4. Essei[K;+; ] ein Korper.
a) (8a2 K)(9'a)(a+ a’= 0)
b) (Ba2 K;a6 0)(9a )(a a =1)

Bew eis:
a) Existenz: Axiom (ix)

Eindeutigk eit: Esseienaund a®°2 K mit a+ a’= a+ a%= 0.

a%= a% 0 (3.2.2)

= a% (a+ a)

= (a% a)+ a°

=0+ a’

:ao
O
b) Ahnlich:
a=-a l=a (aa =(a a a)=1a =a

O

De nition  3.5. Es seiK ein Keorper.

a) Das nach Satz[34@) eindeutig bestimmbare Element mit a+ a®= 0 heit Negatives von a
und wird mit  a bezeichnet.

b) Fur a 6 0 heit das nach Satz[34h) eindeutig bestimmbtare Elementa mit a a = 1
Rezipr oke von a und wird mit % bezeichnet.

Satz 3.6. SeiK ein Korper. Dann gelten:

a) (8a)(a 0= 0)

b) (8a)(1 6 0)

c) Kerzungsmegel: (a b=a c~a6 0)) b=c

d) K ist nullteilerfrei, d.h. a b=0) (a=0_b=0)

Bew eis:
a)
a 0=a (0+0)
=a 0+a 0 j+ (a 0)
@0+((@a0= (a0+(@o +( (ao0)
0=a 0
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b) Angenommenl= O:
a=a 1=a 0= 0{ Widerspruch zu Axiom (f).

¢) Angenommena 6 0™ a b= a c. Darausfolgt: 9%:

d) Angenommena b= Ound b6 0.
Wir haben zu zeigen,dassdann a = O:

a b=0=b0=00Db

Nachm mit b kerzen (erlaubt dab6 0)) a= 0

Aufgab e: SeiK ein Korper und a 2 K. Dann hat die Gleichung x x = a hechstens zwei
Lesungen.

Losung: In K gilt far a;b2 K:
a® b

aatba ab bb
a2+ab ab B (Kommutatv itat)

a

Seienb und ¢ Lesungenvon x? = a.

(a+ b (a [b
(a+ b a (a+ b bt

0=a a=pkF &=(b+c) (b o

b c=0
b= ¢ b=—c ( d=d)

somit folgt: Bei drei Losungenmeissenmindestenszwei gleich sein.

3.1 Rechnen im Keorper

Allgemeines Distributivgesetz

Gegelen seiena;;ap;:::;ap 2 K. Dann gilt: a; + ap + + ap 2 K unabhangig von der
Klammerordnung.
ap+ ax+ (az+ay) = (ap+ ax)+ (az+ a4) (Folgerungaus Axiom ()

Allgemeines Komm unitativgesetz

Die Reihenfolgeder Addition ist unweserlich (Endlich oftmaliges Anwendenvon Axiom ().
Beispiel:

1+2+3+ +100
= (1+ 100)+ (2+ 99)+  + (50+ 51)
= 50 101= 5050

a b:=a+( bswiea?:=a a

10



x 3 Der Begri desKorpers

De nition  3.7. SeiK ein Kerper und a;;az;:::;a, 2 K, so schriken wirll
x
g =agtat+t +an
i=1
: Summenzeichen
i: Summationsindex
1. untere Summationsgenze
n: okere Summationsgenze

a;: i-ter Summand

L P p
) a= a= a
i=1 j=1 =1
I i P
(ii) a=atat+t +a 1=m
i=1 1
(iii) i a=gaq +  +
P (A
m-mal
vy  &:=0 (n>m)
i=n
R
) a=a
i=1
. . P P 1 P
(vi) (Indexversdiiebung) a = Qi1 = am+1 i
i=1 i=0 i=1
|
R P X X
(vii) aj = aj
j:]_ i=1 - -
i3 1=z—)
P =b
= bj

Satz 3.8. SeiK ein Korper. Dann gelten: (m;n 2 )

. o R n P R n
a) (Verallgemeinerte Assoziativitat) a = a + a;
i=1 i=1 i=m+1
: . _ P P P
b) (Verallgemeinerte Kommutativitsat und Assoziativitat) (& +h) = a + b
i=1 i=1 i=1
c) (Verallgemeinerte Distributiviteat)
X X
a a=a a
i=1 i=1

P
Im Verlauf dieser Mitsc hrift wird, vor allem im Flie text, auch die in der Hohe reduzierte Schreibweise [_;

verwendet. Desweiteren werden gelegertlic h zusatzliche Einschrenkungen fur den Summationsindex unter die
p
untere Summationsgrenze gesdrrieb en, also etwa a .

j=1
ik

11
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Bew eis:
a) (u+ +am)(@m+n+  + am+1) (VerallgemeinerteAssoziation)

b) (a1 + )+ +(am+thy)=(aa+ +an)+ b+ +hy) (Verallg. Assoziatitiviteat und
Kommutativiteat)

c)a ay+ +aa=a (ma+ +an)

Denition  3.9. K seiein Korper, a;b2 K

e =2 (B

Dier enz

(aybh! ci=a b
Satz 3.10. a;b2 K;a3::1a 2 K
a) (a=a
by ( (a+b= a b
c)0 a= a

d (a bh= a+b=b a

P P 2]
e) (@ h)= a b
i=1 i=1 i=1
Bew eis:
(a)
at( a=0y (a+( (a@)=0 j+a
@+(a+( (a)=a
ffi_ﬂ“{é_agﬂ (a)=a
(a=a
(b)
(@a+b+( (a+bh)=0
a+( a+b+( b=0
a+ b+ (a+t+h =a+b+( a+( b
(@a+tbh=( a+( bh= a b
(c)

0 a=0+( a= a

12
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@
(@ bB) = (a+( D)

=(a (b

=(a+( (b
(a+hb
b+ ( ag=b a

(e)

xo
b = ( b), well

X Xi:l i=

b+ (b) = " (et b)=0
0

X

3:8:b
X X
(b) = b

xn
@ hb)= (a+( b))

Satz 3.11.

l)a( b= (a@ab= (ba=(a b
2) (a (bh=ab

Bew eis:

1))

a bta( b=a(b+( bh)=a 0=0

ya(b= (ab
a b+( a b=(a+( a b=0b=0

y (@ b= (ab

2)(a (b= (8 b= (ab=ab

3.2 Das Vielfac he eines (Keorp er-) Elements

EsseiK ein Korper [K;+k; k], die ganzenZahlen.
Es soll eine Funktion geben : K! K

Denition 3.12. Far m2 und a2 K seim a (genannt das n-fache von a) ein wie folgt
de niertes Korperelement:

13



Kapitel | Die (Zahlen-) Korper der reellen und der komplexen Zahlen

() m2 ma= a

(i) m=0 m a:= Ok

(i) m<oO m a:

(m (&

(Bemerkung: Wir habenm a de niert, nicht a m!)

Satz 3.13. Fer allem;n2 unda;b2 K gelten:

1.) m Ok = Ok

2)1 a=a

3) (1) a= a

4) (m+n) a=m a+n a

5) (m n) a=m (n a)

6)m (a+txk b)=m a+xm b

7)m (akb=(mM a kb=agx (m b

Bew eis:

1) m>0: mO=P+{Z+?=O

m-mal

m=20: m 0=0 (De nition des Vielfachen)

2)

3)

4.)

14

m O0=( m) ( 0)=( m) Os_:OIO
0=0 0+ ( O)Def= 0
0+ (0,3, O

xt
1 a= a=a
i=1
1) a= a
1) a= 1 = a
(1 f_z_)?( )2:)
1( )
m>0,n>0:
rx+n )(n ry(+n
(m+n) a = a= a+ a
Def. . . .
i=1 i=1 i=m+1

m=0_n=0:Sein=0,so0gilt (m+n) a=m a+0 a= m a. Analog fur m = 0.



5.)

x 3 Der Begri desKorpers

m<0On<O0

(m+n) a=( (m+n) (a=(m+(n) (a=(m (a+(n (a=ma+tn a

m>0n<0Om+n>0( m> n)

m a+n a=m a+( n)( a=

:fi+a4{z_+?+fa)+(a){7+ +(a?

m -mal n-mal

=F‘L{ZL?=(m+n) a

m ( n) viele

m < 0;n > 0: Beweis analog.

m;n>0:
(M a=pr +3=@r P FQEr P
n m-mal I n-mal {7 I n-mal }
X
= at+ 4+ a=m(n a)
|——
m-mal
m=0_n=0

(m n) a=0 aDif.O

m (n a=20
m>0n<0y m n<O
(mna=(mmn) (a=m (n) (a
= m f( neé a)i:m (n a)

s. 1. Fall

Mm<0On>0y m n<O
(mn)a= (mmn) (a=( mn) a

= (mn (@)

1.

X
=(m (3
i=1 |
o
3.:Fall( m) | i a
o
= m a
Def i=1
=m (n a)

15
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m<Oon<O0y m n>0

mma=@m(n)as=(mn a
' !

Xn Xn
=(m a=(m (a =(m (n(a

i=1 ) i=1

:( m) ( : a) Def. ;}g. VA. m (n a)

GesonderterBeweis der mit (?) bezeidineten Gleichungﬂ

X X X X X
1 ( ai)3:1_0:e) 1 &= ( ai)_ a 3:1?):3) a
P P P
6.) m>0: m (a+ b) = (a+ b = a+ b=m a+xm b
i=1 i=1 i=1
m=20
m (a+b=0

m a=0=m b
m (a+b)=m a+m b

m<0: m@+h=(m ((@+B)=(m ( +(B=(m (a+

(. m) ( b)Deffo:m a+tmb

7) m>0:
|
X0 xo
m (ax b= ab = a b=(@m a b

. 3. Summationsgesetz .
i=1 | i=1

xo
= a b =a (m b

i+1
m=20
m (a b=0
(m a) b=0
a(mb=0
m< 0

(m@b=(m (@b)=(m ((a = m (a) b=(mab
(m (@b=(m (@ (b = am(b=a(mhb

Das sieht, insbesondere nach dem zweiten Gleichheitszeichen, doch ein klein wenig falsch aus. Bitte mailt
munter Korrekturen.

16



x 3 Der Begri desKorpers

3.3 Multiplik ation: Verallgemeinerte Assoziativit at und
Komm utativit at

a a an 2 K

ist eindeutig festgelegt(unabhangig von der Klammersetzung und der Reihenfolgeder Multi-
plikationen)

De nition  3.14.

w
a = a; a am
i=1

(Achtung Sdreibfaule: Die Darstellungen (i) bis (iv) aus der Summation (siehe Seite [[T)
gelten analog auch hier)

= q ai

i=1 i=1 i=m+1

\d yn \d
a b= & b

i=1 i=1 i=1
hd v

aasf g @

i=1 m-mal (am) i=1

Beispiel:
n;n2
Ve
n!:= i
i=1
ol:=1
(6'=1 2 3 45 6=720)

3.4 Die Potenz eines Keworp erelements

Denition 3.15. a) (a2 Y a2 K) Die m-te Potenz von a (Schreibweisea™) ist wie folgt
de niert:

1 fur m=0
m
a’ = a far m> 0

17
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b) Seia2 K;a6 O;m 2

c) In a™ heit a Basis, m Exponent.
(De nitionsteil (B) ist korrekt, weil é = a)
Satz 3.16. Fur alle a;b2 K gelten:
(1) Furallem;n2 ©:
1M =La™"=a" a"@M)"=a"";(a h" =a" p"
(2) Wenn a6 0und b6 0, dann gilt () sogar fur alle m;n 2

Bew eis:
analogzu 3.13,0 ! { nicht de niert.

De nition 3.17. Fur allea2 K;b2 K;b6 0Ok, heit dasProdukt a % Quotient von a und

a_,1
b™ " b
Satz 3.18. Fur alle a;b;c;d2 K;b6 0k ;d6 Ok gelten:
1) 2=%, ad=bc
2 2=2%a= 1=
@ &)= g2=5
@) & 5= 255+ 5= 2y
5) &= ad (c6 0)
Bew eis
(1) =
a 1 1
bd —=bda-=da b = =
z
|_{_z_|? b b R:}a
2} -4
1 Z}{
b d q- bdc d =pbc

( = Angenommena d=b c;b6 0;d6 Oy b d6 0y (& =1 3

)
l=bd ¢y 1 _11
1=bd i f bd a b

1 1
ad=g=be gyt
aa}}—bc}}

b d b d

a_¢

b~ d

18



x 3 Der Begri desKorpers

@ §=%3(abd=b(ad
1=1 1 =11=1
(3)(a)(b)=aby1%=ib
a = 1 = 1_ a
b a b 3:1:1:b)( a) b b
4)
ba ~ b d b a1 bd bd
a ¢ ad cb 1 1 1 ad+bc
btd bd ap 29 patCPpgT@ATLD =g
5)
a
E:a_d E :E =
% bc’1bbc dad,ac c a

19
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x 4 Reelle und Komplexe Zahlen

4.1 Reelle Zahlen

a) Geometrisc he Interpretation der reellen Zahlen

Ein Zahlenstrahl ist eine gerichtete Gerade (Die Richtung wird durch einen Pfeil angedeutet):

| | | | >
I I I I

0 12 1 2
Waehlt man zwei versdiedenePunkte ausdem Zahlenstrahl aus, dann bestetlt zwischen den
Punkten und den reellen Zahlen eine bijektiv e Zuordnung.
Dem Punkt, der mehr in Richtung desZahlenstrahls liegt, wird die 1 zugeordnetund dem
anderendie 0.

b) geometrisc he Intepretation von + und

Die geometrishie Addition erfolgt einfach am Zahlenstrahl, der Abstand fur a+ b wird der
Abstand zwischen 0 und b abgetragenund ab a in Richtung desZahlenstrahls hinzugefugt.

.
>

\ \ \
0 a b a+b

Die gecetrische Multiplik ation basiert auf der Formel

1
N .
0 1a\a%

Die geometrisde Division beruht auf

1
l:a=-:1
a
A
1
1/a~
\’\ N
0 1 a\

c) Greo en vergleich zwischen den reellen Zahlen

a;b 2 : Wir sagena ist kleiner als b, wenn der Punkt, dem b zugeordnetwird mehr in
Richtung desZahlenstrahlsliegt als der Punkt, dem a zugeordnetwurde.

20



x4 Reelleund Komplexe Zahlen

Sdreibweise:

a< b,aist kleiner als b\
a b: b<a
a>b:; b<a

a b (b a
max(a;b) := b: a b
a>b
( b
min (a;b) := a- a
b: b<a

Eigensc haften von <

(8x)

a) < istirre exiv, d.h. : x < X

b) < ist asymmetisd, d.h. x <y) :(y<Xx)

€) < ist transitiv, d.h. (x <y*ry<z)) (x<2)
d) < istlinear,dh. x<y_y<x_x=y

e) < ist additiv, d.h. x<y) x+z<y+z

f) < ist multiplik ativ, d.h. (x<y”*z>0)) x z<y z
d) Wurzeln aus reellen Zahlen

(8b2 )? 07 (b60) K¥>0)

(8b2 )a 0) (9b2 )b O0~NK=a)

De nition: P3:= bwen b 0"bkP=a
a<b:; (b a>0, ba{ex.1a6b

e) Betragsfunktion

(
S . . . - a: a o0
Fur a2 heit jaj Betragsfunktion vom a, mit der De nition: jaj :=
a: a<?o
ja=j a
jgi=0, a=0
a? = jaj
Satz 4.1. Fur a;b2 mit a6 Ooderb6 0gilt a®+ ¥ > 0
Bew eis:
a=0y b6 0y >0unda? Oy a?+ >0 O
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4.2 Komplexe Zahlen

In  gibt eskeineLosungder Gleichung x> = 1. Diesfuhrt zur Aufgabenstellung: Eine neue
Zahlenmengezu nden, die folgendeEigensdaften hat:

Die neue Zahlenmengesoll ein Korper sein.
Essoll x2 = 1 eine Losunghaben.
Der neueKorper soll [ ;+; ] erweitern.
Das Problem kann positiv gelest werden:
Satz 4.2. Die Menge 2= f[a;b:a;b2 g zusammenmit den Verknupfungen
[a;b] [0 := [a+ a%b+ B
[a;b] [2%0):=[a a® b B%a B+ a° b

fur alle a;a% b;°2  ist ein Korper.

Bew eis:
Die Null ist [0;0].

Die Eins ist [1;0].
@b =1[ a b
Sei[a; b 6 [0;0].

1 +a | b
[a;h] a2+ k'a2+

[a;b] m = [1,0]

a b a? o3 ab ab

[3; 5] az+b2;az+b2 - a2+b2+a2+b2; a2+b2+az+b2

= [1,0]

De nition  4.3. Der Korper in Satz@2 heit Keorper der Komplexen Zahlen und wird
mit  beieichnet. Die Elementeaus hei en komplexe Zahlen .

Bemerkung 4.4. Der Korper erfullt die Bedingungenaus Satz@.2
ist ein Korper, siehe Satz.

enthalt einen Teil isomorph [] zu den reellen zahlen.
Die Abbildungx 2 ! [x;0]2 ist eine Einbettundl:

Isomorphism us: Es seien[Ko;+0; 0];[K1;+1; 1] Korper. Dann sind K o; K1 isomorph wenn eine Funktion
f existiert, die folgende Eigenschaften hat:

{ f ist eine Bijektion zwischen Ko und K.
{ atob=1c, f(a)+1f(b) = f(c)fur alle a;b;c2 Kg
{ agb=c, f(a) 1f(b)=1f(c

Y Ein bettung: Isomorphism us ohne Surjektivite at von f .
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x4 Reelleund Komplexe Zahlen

(i) Injektion: x ! [x;0] [x;0]= [x%0]) x=x°
(i) a+b=c: [a;0] [b;0]= [a+ b;0+ 0];= [a+ b;0]= [c;0]
(i) a b=c: [a0] [b;0]=[a b b 0a 0+0 b =]c0]
Wir sagendie komplexe Zahl z ist eine reelle Zahl, wenn z ein Paar der Gestalt [a; 0] (fur

bel. a2 ) ist und wir identi zieren z und a (z = a)
.X?2= 1 hat eine Losung: [0; 1] 2

0:1°=[01 [U=[ L0=[ L0= 1
De nition  4.5. Fur dasElementin [0;1]2  schreiben wir i (alsoi := [0;1]) und nenneni
imaginsare Einheit . (i2= 1)

Schreib weise: Fur die komplexeZahl z = [a; b] schreibt man a + bi.
(a+ bi)+ (&°+ B%) = (a+ a% + (b+ B)i

(a+ bi) (a°+ B%) = aa’+ ath + a%i+ bW
= aa’® b+ (ab’+ ady)i

De nition  4.6. Gegelenseiz=a+ bhi2
(i) aheit Realteil von z, geschrielen Re(z)

(i) bheit Imaginearteil von z, geschrielen Im(z).
z=Re(z)+ Im(z) i

(i) z heit reell, wenniIm(z) = 0.

(iv) z2 heit rein imaginear, wennRe(z) = 0.

Beispiel:
z=(1+4i)2+5+ 2
Bestimmen SieRe(z)(= 10) und I m(z)(= +10).

4.3 Geometrisc he Darstellung der Komplexen Zahlen

Die Komplexe Ebeneist die Ebene,in der mittels einesgegelenen Koordinatensystemsjede
komplexe Zahl auf die folgendeArt und Weiseeinem Punkt der Ebene zugeordnetwird:

imaginare Achse
Im(z) i +-—————————

1 Re(z) reelle Achse
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Satz 4.7 (Der Pythargor eische Lehrsatz).

In einem rechtwinkligen Dreieck ist der Flacheninhalt des Qua-
drates mber der Hypothenuse gleich der Summe der Flacheninhalte
der Quadrate der Katheten:

o2+ P =

Bew eis:

a) Indisc he Art

Abbildung 1.1: Beweis des Pythargoreischen Lehrsatzesnach indischer Art

Flacheninhalt: c2

4 a7b+(b a)? = 2ab+ ¥ 2ab+ a?

Chinesisc he Art

Abbildung 1.2: Beweis des Pythargoreischen Lehrsatzesnach chinesisder Art

(a+b?=4 %b+c2

a’ + 2ab+ B = 2ab+ ¢

24



x4 Reelleund Komplexe Zahlen

4.4 Der Betrag einer komplexen Zahl

z=a+ bi P
Seil - Die LangedesAbschnitts 0z: | = = a2+ b?

De nition 4.8. Esseiz= a+ bi. Dann heit jzj:= P aZ + b? Betr ag von z.

Beispiel: | 3+ 4ij= P ( 32+ 42=5

Denition 4.9. Esseiz= a+ bi2 . Dann heit z:= a bi die konjugiert komplexe
Zahl von z (oder das konjugiert Komplexe von z).

z z

Satz 4.10. Fur alle z;z°2  gelten:

d) 26 0, danngilt z6 Ound (1) =

N/~

e) z Z=jzj?
fyz=2z, zreell
Bew eis:
a) klar
b) klar
c)
z=a+ bi; z°= a%+ 1

z 2°= (aa® bW + (a+ aby)i

z 20= (aa® bW (abP’+ ad)i

zZ 20= (a bi)@® i) =(aa® bh (ab+ ad)i
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=a+bhi60) a60_b60) a hi60) z60

1_ 1.5 1_ 1_ 5 1 _ —
=1,z == 'z 2=72 =2 =1 1=1
2 z (© z Z

e)z=a+hbi zZz=a bi

z 7= a?+ b2+fa( b){;b agi:a2+b2:jzj2
0

f) klar, 0= 0

Korrollar  4.11. Fur alle z;z°2
1.jzj O
2.jzj=0, z=0
3.jz 29=jzj j2§
4. jzj = jz]

5.260) ;=57 2

Bew eis: p
l.z=a+biy jzj= a2+ k¥ 0
2.jzj=0y a®+ =0y a=b=0=2z=0
3.z 2 = z 207 9=z 2%z 2°=z 7 2° %= jz® j29% = (jzj j29)%y jz 2=
4:10:d) e) e)
izj jz9; wegena)

4. jzj= pa2+b2: pa2+( b)? = jzj

=1 z

5.26 0y jzj6 Onachb), somitgilt 2%, z z = 1y o

1] 4:10:e

NP

4.5 Geometrisc he Deutung der Addition in den komplexen Zahlen

I

y
..................... Z+ZO
_|_
I
T| : z
S L |
bob : 3
1 : :
|—a—|_a0_| X
Hat—

Die Grak kommt von mir, da ich aus den zwei Bildern, die ich da von der Tafel abgemalt habe, nicht so recht
schlau geworden bin. { T.
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4.6 Die Polark oordinaten einer komplexen Zahl
z2 =(xy); xy2  (Xy)=xtyi
y

'\’I;\

N

ist der Wink el gemesser(entgegen dem Uhrzeigersinn) in der x-Achse zur Halbgeraden
von O und z.

Denition 4.12. Esseiz = a+ bi2 . Die Zahlenl mit| Ound' mit 0 ' 360
heien Polarko ordinaten von z, wennl = jzj und cos' = & undsin' = 2 gelten.

izj jzj
Wir haben folgendebijektiv e Abbildung:
2nf[0;0lg3z ! [I;']12 * [0;360]

(In terv all)

Beispiele:  Polarkoordinaten voni: | = 1;' =90 (1;90)
Es gilt:

z=jzj (cos' +i sin')
<(z) = jzj cos
=(z) = jzj sin’

Gegelenseiz 2 (a;b) =) (1"
karth. Ko ord. Polark oordinaten
o S
= az2+ I
'icos' = —
12)
sin' = I—
12)
Gegelen: (1;1)
l= 12+ 12= 2
1 1 P=
' :cos' =p—§=§ IO2;' = 45 oder' = 315
. 1 1 P=
sin' =p—§=E IO2;' =45 oder' = 135
' =45 (IO 2:45)
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Gegelen: (I;' ) =) (a;b

a=1 cos
b=1 sin'
(2,30)
a=2 cos30 =2 % p§: pi_%
. 1

b=2 sin30 =2 -=1

pP_ p_ 2
z= 3+ 1li= 3+i

4.7 Einheitskreis

Der Einheitskreis ist die Punktmenge auf der komplexen Zahlenetene, die den Kreis um den
Koordinatenursprung mit dem Radius 1 bildet, Symbol S*. In  entspricht der Einheitskreis
der Mengefz2 :jzj= 1g.

z=a+ bijjzj=1, a?+pkKP=1

z=cos +i sin'

4.8 Geometrisc he Deutung der Multiplik ation in den komplexen
Zahlen

Gegelen seienz;z°2 ;26 0;z°6 0
z=jzj (cos' +i sin')
z2°=jz9 (cos' °+i sin' 9
Dann gilt:

z 2°=jzj jz9 cog' +' 9+ i sin( +'9

Bew eis:

Der Beweis benutzt die Additionstheoreme fer Sinus und Kosinus:
sin cos +sin cos =sin( + )und
cos cos sin cos =coy + )
sawie die Bezeithnung: Arg(z) = ' :z = jzj(cos' + i sin')
Wir haben fur z z%

izi iz9 (cos' cos' ® sin' sin'9+i (cos' sin' %+ sin' cos 9

z+ 20
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z2 ;292 ;Arg(z)=0 z z°=12z jz§ (sin' °+i sin'9

z { gegelen,i z = jzj(cos' + 90 )+ (sin(" + 90))

z=jzj (cos(Arg(z)) +i (sin(Arg(z)))) Arg(z)=:"
i=cos90 +i sin90

i z=jzj (cos( +90)+i sin(" 90))
Drehung um 90

Satz von Moivre: Esseiz=jzj (cos' +i sin')undn2 . Dann gilt
z" = jzj" (cos(h ')+ i sin(n ')):

Beispiel mit n = 3;jzj = 1:

(cos' +i sin')®=rcos3 +i sin3 = (cos' 3 cos sin®')+i (3cog' sin'

cos3 = cos' 3 cos sin®'

sin3 = 3cog' sin' sin®'

sin®")
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Kapitel Il Vektorraume und lineare Gleichungssysteme

x 5 Der Begri des Vektors, De nition des Vektorraums

[Vektor, Vektorraum]

5.1 Der Begri des Vektors

Ein Vektor ist eine gerichtete Strecke im Raum oder in der Ebene.

{ors

A
LengedesV® - Endpunkt des Vektors
—

Fu punkt desVektors

Ein Vektor ist durch seineLangeund durch seineRichtung vollstandig bestimmt.

Zwei Vektoren sind gleich, wenn sie die gleiche Lange und gleiche Richtung haben.

5.2 Vektor-Addition,  Skalarm ultiplik ation
Man kann Vektoren addieren und einenVektor mit einem Skalar multiplizieren

Denition  5.1. Unter der Summezweier Vektoren verstehenwir denjenigenVektor, der sich
ergibt, wenn der zweite Vektor so verscholen wird, dassder neue Fu punkt mit dem Endpunkt
desersten Vektors ubereinstimmt und die Summeals Fu punkt denFu punkt deserstenVektors
hat und als Endpunkt den neuen endpunkt des zweiten Vektors hat.

Schreibweise: tt + ¥.

De nition 5.2. Es sei a ein Skalar (z.B. a2 ) und ¥ ein Vektor. Unter dem skalar en

Vielfachen von a und ¥ verstehenwir den Vektor, der die gleiche Richtung wie ¥ hat, wenn

a> 0ist und die entgegengesetzt®ichtung, wenna < 0 und die Langehat: jaj (Langevon v).
Skalarmultiplikation { Schreibweise:a ol

5.3 Nullv ektor

Damit ¢ + v fur alle Vektoren de niert ist, muss ein Vektor existieren mit der Lange 0. Be-
zeichnung: 0.

(1) w= ¥ v+ ( ¥)=0=v% ¥

Die Schreibweise¥ a ist nicht mblich.
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Satz 5.3. Fur keliebigeSkalar a;b und beliebigeVektoren #; ¥; w gelten:
a) (4+ v)+w=t+ (v+ w) (Assoziativiteat)

b) ¢+ v = v+ ¢ (Kommutativiteat)

c) 4+ 0=u

d v+ ( ¥vW=0

e) (a+ b v=av+ bv

fa (t+v)=a g+a v

9) (a b v=a (bwn)

h) 1 o=u

Bew eis (Ansc haulic her Bew eis):

a) (B+v¥)+w=t+ (¥v+ w)

b)
H+¥= v+ d
c) klar
d) klar
e) folgt aus
f) folgt aus
g) Klar

h) Strahlensatz anwenden:
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5.4 Vektoren und rechtwinkliges Ko ordinatensystem
Gegelenin der Ebeneein rechtwinkliges Koordinatensystem

y
Dl :

0 a X
Fu punkt
Der Vektor mit dem Endplfmkt P heit Ortsv ektor von'P (Sahreibweise: O|P)
a heit x-Koordinate von OP, b heit y-Koordinate von OP. Man schreibt dann & = (a;h).
Esqilt: &= (a;b); ¥= (a%b)
g+ v=(a+ a%b+ P
c #=(c a;c b
(in 3 gilt & = (a;b;c))

5.5 Die Norm eines Vektors

Sei ¢t ein Ebenervektor. Dann soll jjtjj genaudie ,Norm von &\, die Langevon # sein. Gilt
= (a'Fp) in einem gegelenenrechtwinkligen Koordinatensystem, dann gilt nach Pythagoras
jidjj = a2+ B

5.6 Das Skalarpro dukt zweier Vektoren

Fur Vektoren ¢ und ¥ soll mit hu; vi das Skalarprodukt von ¢ und ¥ bezeitinet werden, das
wie folgt de niert ist:

he;vi o= jidj jjvjj cos'
wobei' dem Winkel zwischen ¢ und ¥, ausgehendvon & nach ¥ bezeidinet.

;e = jjgjj® 1 O (positiv de niert)
#?v) hiwi=0

Lemma 5.4. Es seient = (a;b) und ¥ = (a% b’ Ebenenvektoen in einem rechtwinkligen
Koordinatensystem. Dann gilt

ht;wi = a a%+ b b
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Bew eis:

Abbildung I1.1: zum Beweisvon Lemmalk4

- 2 1
ha; v = kak kwk cos'
= kak kvk cos( 2 1)
= kak kwvk (cos', cos 1+ sin' , sin' ;)
a a P b
= kak vk oK ek T ok kek
=a a’+b K
kvk cos , = a° kvk sin' = 1°
kek cos' ;= a kiak sin' 1= b

(In 3 gqilt he;vi = a a%+ b B+ ¢ &9

5.7 Der Begri des Vektorraums

De nition 5.5. Es sei K ein keliebiger Korper. Unter einem Vektorraum mber K verstehen
wir eine nichtleere MengeV zusammenmit einer Verkneupfungin V und einer Abbildungvon
K V7V.

Schreibweise: ;¥ 2 V; a;b2 K; u+y ¥ a skt { +v Vektoraddition und gx Skalarmulti-
plikation, so dassfolgendeEigenschaftengelten:

V1) + ist assoziativund kommutativ

V2) Es gibt einen Nullvektor in V :(|)V mit & +y (|)V =t

V3) (8t 2 V)(922 V)(tt+y t°= (')V) (Inverses)

V4) Es gilt daslinke Distributivgesetz: (a+ b) syt=a v+y b ¢
V5) Es gilt dasrechte Distributivgesetz: a (¢+ %)= a o+ a v
V6B) < ist assoziativ((a b) skt = a sk (b sk &)

V7) Fur 1k 2 K gilt 1x =t
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Bemerkungen 5.6.

1) Die Vektorenin 2 und 3 zusammenmit  bildeneinen -V ektorr aum (Beweis: Satz
5.3)

2) Jeder Korper ist ein Vektorraum wber sich selbst.
3) Die ElementeausV heien Vektoren und die aus K Skalare.

4) V { Vektorraumeber K:  V;(K; k;+k);+v; sk
0K 0\/

|
5) Oy ist eindeutig bestimmt
|
6) (8u 2 V)(9'w 2 V)(tt+ » = Oy), Schreibweise u(= v)
7) Vielfaches eines Vektors:
V3(ma)7' m d
Satz 5.7 (Nullteilerfreiheit in V). EsseiV ein Vektorraumeber K. Fur a2 K undv 2 V
gilt
|
au=0y, a=0odertt=0:
Bew eis:
(= NachVv4) gilt 0 v=(0+0) v=0 v+ 0 w.
Ov 0Ov=0 v+0w% 0w
0=0 ¥
Nach V5, V2: a 0=a (0+0)=a 0+a 0.
a0O=a0O+a?d® j a?dv
F_O{Za_?=(a 0+a 0 ao
O0=a 0+(a 0 a 0
0=a®

=) Seia w = 0. Ist a= 0, dann ist die Behauptung bewiesen. Angenommena 6 0y %
existiert (weil K Korper):

1 (av)v=6(% a) v=1wv=v
2 O(=: Oy ¥=10
O

Satz 5.8. EsseiV ein Vektorraumeuber K. Dann geltenfur allem; n 2 ; w, W, %1000 %,; Wy oot
V;a2K:
1) () (w=w

@iy (w+rw= v w

(i) 0 w= ¥
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(ivy, ( w=w ¥

m P m P
) (v wi)= ¥ w (Im< 1: vy = Oy)
i=1 i=1 i=1 i=1

2) (v m 0=0
(vi) (m+n) ¥v=m w¥+n v
(vii) m (#+w)=m v+m w
ix) (m a ¥v=a (m ¥y=m (a v

3) Wa(w=(av= (av)
4) (xi) a v=a w, a=0oderv=w

Bew eis:
Die Gruppen 1), 2) und 3) gelten, da die gleichen Axiome wie bei + ¢ erfullt sind.

Bew eis zu (xi) Ja= 0_ v = w { Voraussetzung:a= 0y
a(v w=awv aw=0_(K= w)
Satz5.7y a=0oderv w=0y v=w

Bemerkungen
Die Schreibweise: a v ist eindeutig, danach (x) (a ¥)=( a) w.
Beispielevon Vektorraumen:

{ K wber sich selbst
{ wber  (wichtig!)
{ eber

{ uber

5.8 Die Vektorr aume K"
Sind X1;:::; Xn Mengen,dannsoll X1 X, X dasn-fache Kreuzprodukt der Mengen

X1 X2 Xnpi= i (Xl Xg) X3 Xa Xn

Die Elemerte von X Xn heien n-Tupel. Es gibt zwei Schreibweisenfur die n-Tupel:

.Zeilensdreibweisé:
(X1;X2; 100 Xn) 2 X1 Xn

«Spaltensdireibweisé:

Erganzungen zu diesem Beweis bitte an vitt@informatik.hu- __ berli_n.de .
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Zwei Tupel sind gleich, wenn die Komponernten paarweisegleich sind:
(xuix2;inxn) = (X5x% i x?), xg=x9hx = x93 A, = X0

Satz 5.9. EsseiK ein Korper. Dannist K" die Mengealler Spalten-n-Tupel ausI( K {z

56

n-fach

K "), d.h.

9
2

W

80 1
N
X2 .
K”:=§ CCixi2K:;1 i n
T,

zusammenmit der Verknupfung
0 1 0 1 0 1

a; o]} ap+ by
%; X + % X = % : %
an bn an + by
und der Abbildung

al:k=0: K
an a an
bilden einen Vektorraum.
Bew eis:
V1) folgt aus den Eigensdaften fur + ¢ , wie zum Beispiel die Kommutativiteat:
0 1 o0 1 0 1 0 1 0, 1 0 1
ai b_]_ a + bl bl + a bl a
B:%+B:K - B : K-B ; K-B:K+B:K
an b At hy by + a bn an
0 1
Ok
v2) B &
Ok
0 1
a
va) B : K
an

0 1 0 1 0O 1 0 1
1 (a+b a

1 0
va) a+h) @ K= : K=8 X=a%3;12+b%>;153

an (a+ b a, a a,+b a, an an

a a+ba

V5) Beweisanalogzu V4)

V6) Klar
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0 1 O 1 0 1

V7) 11 %)?53 = %1K 5 alfi = %)azlg

n Ik a an

De nition  5.10. Der Vektorraumvon SatzBE9heit n-dimensionaler Spaltenvektorr aum
uber K.

Beispiel. ( »)2: L+ O 4 1 - 1 .1 _2_0
. 2)" . = = =
0 p.1 0 IOo_ gl 1701 1 0 0
i+ 3 3+ 2 1+
3@ 2 A+ @ IO3i A:@pz 3 A
5i 2 2 5
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X 6 Unterv ektorr aume
Es seiK ein Korper und V ein Vektorraum wuber K .

De nition  6.1. Eine TeilmengeK von V heit Untervektorr aum von V (Teilvektorraum
von V), wenn folgendeBedingungenerfullt sind:

Ul) U ist nicht leer.

U2) (8t;w 2 U)(t+ v 2 U) (U ist algeschlossereziglich der Addition)

U3) (B2 U)(8a2 K)(a o2 U) (U ist algeschlossereziglich der Skalarmultiplikation)

Satz 6.2. Fur eine nichtleere TeilmengeU V sind folgendebeiden Aussagenaquivalent:
(i) U ist ein Untervektorraum von V.

(i) (B;w2 U)(Ba;b2K)(a w+b w2 U)

Bew eis:
(i) =) (ii) Gegelenseient;¥ 2 U und a;b2 K. Dann gilt nachU3)a ¢2 Uundb v2 U
und somitnach U2) a v+ b »2 U.

(i) ( = (ii) U1) qilt nach Voraussetzung

U2) gilt, weil 1 &+ 1 »2 K
U3) Esseientt 2 U;a2 K. Esqilt a ¢t =a o+ 0 ¢ 2 U. Somit gilt U3.)

Korrollar  6.3. Ist U ein Untervektorraum von V, dann gilt:

02Uunde2U) w®2U:

Bew eis:
U6 ;. Seit2U. Danngilt: ( 1) ¢2U; ( 1) ¢= ¢ Somit #2U. O0=u+( &#)2 U

Hin weis Aus Korrollar B33 folgt, dasseine nichtleere TeilmengeU von V kein Untervektor-
raum ist, wenn®y 2 U.

De nition: Ist X eine Mengeund eine Verknepfung in X und Y X, dannsoll , die
Abbildung eingeschrankt auf Y bedeuten.

Korrollar 6.4. Es sei U ein Untervektorraum von V. Dann ist U zusammenmit + U und

sk « y €in Vektorraum.

Korrektheit:
;%2 U) w+ 6°2 U gilt wegenU?2).
02U;42U) a o2 U wegenU3).

(|)U = (|)V; t(in U) = d(in V)
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Beispiel: V := 2 und U seigleich 21 ‘a2 2 a 3 a=0.
2
U ist ein Untervektorraum von V:

ul) U6 ; wg. 0 2U

0
u2)
i ap
2 U; 2U
by b,
ai + ao - a; + ar
by b, b+ by
2 (a+2) 3 (b+b)=pa, y+oa, 3np=0
0 0, weil 2K
U3) Esseic2 ; E 2 U. Zu zeigenist, dassc E 2U.c % = Eg
2 a 3 b= 0(weil Z 2 V)
c(2a 3b=0
_ ac
2ac 3bc= 0y bo 2U
80 1 9
< a =
Beispiel 2. V = 3undM die Teilmenge @a,A 2 R3:a; 0 .
' ag ;

M ist kein Untervektorraum vong 31 weil die (nogyvendige) Bedingung (siehe Korrollar
1 1

x2M) %2 M nicht erfullt ist (@A 2 M, aber@ 1A 2 M,
1 1
6.1 2. 3 und ihre Unterv ektorr aume

Untervektorraumevon 2 sind fOg (trivialer Untervektorraum), alle Vektormengen,die in der
Ebeneeine Gerade bilden, die durch den Nullpunkt geht (echte Untervektorraume), sovie 2
selbst (unechter Untervektorraum).

i,
la).

<a a

Untervektorraumevon R3 sind f Og (trivial), Geradendurch den Ursprung (eindimensional),
Ebenendurch den Ursprung (zweidimensional) sovie 3 (dreidimensional).
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X 7 Lineare Gleic hungssysteme
Es seiK ein Korper.

Denition 7.1. Es seienm;n 2 . Unter einem Linearen Gleichungssystenvon m Glei-
chungenund n Unbekanntenverstehenwir ein Schemader Gestalt

a1 X1+ ap Xot+t  tam Xp=hb
A1 X1+ axn Xot+t tam xXp=b

()

am1 X1+ @mz2 X2+  + 8mn Xn = bn

Die klassisthe Aufgabenstellungfer ein gegelenesLinearesGleichungssystembesteht darin,

G: & x=b;1 i m ()

Denition  7.2. Gegelen sei ein Lineares GleichungssystenG der Gestalt (0O).

a) Die Elementea;j; 1 i m; 1 j nheien Koezienten vonG.

0 1
C1

b) ein Spaltenvektor% : X 2 K" heit Losungsvektor(kurz: Lesungsvektorvon G), wenn

aj g=hfuraleimtl i m:

Wir schreiben:

L(G) = fx 2 K" : x ist Losungvon Gg : ()

c) Das Lineare GleichungssystemG heit losbar, wennL(G) 6 ;.
d) G heit homogen, wennalle b = 0.

e) Das Lineare Gleichungssystem
G: & x=0,1 i m
j=1

heit daszu G aus (O) gelerende homo gene[] Line are Gleichungssystem (Homo ge-
nisierung von G)

nicht homogen heit inhomogen
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Beispiel 1 Essollenalle Losungenvon Gj:

2 X1 3 Xp+5 x3=1

4 X1+7 Xo Xz= 2
in  gefundenwerden.
20x; + 35x, bBxg= 10 i5 @
221+ 3% = 9 jm + @
32, = 9 22 j:32
Xo = 9 11x X1 explizit
2= 35 16 1 exXp
21 77 .
4x, 2 1_6X1 X3= 2 X2 @
X3 = i 1—3x X1 explizit
3T 3 16t 1 8Xp
80 1 9
< X1 =
L(G)=. @ 2 i—gxlA X1 2
" L 1—X !
go 2117 1 9
< 0 X1 =
= @ 13%A+@ %ilA x12 :
8 % 1 B®QG 1 9
< 1 X1 @ 11 =
= —_ @ 2@ 11A
32 % + 16 13 X12
8 0 1 0 1 9
< 1 1 = X
=. 33 9A +x, @ 11A :x, 2 xl::l—:3
14 13 :
8 0 1 0 1
<1 16 =
= — @ oA + @ 17A - 2 )
. 32 1 13 ;

Beispiel 2 Fuwr ein beliebiges 2 seiG dasLineare Gleichungssystem:

X1 2X, = 1

3Xq + 4x, =
2X1  5Bxp =
ist der Parameterim SchemaG .
2X1  4Xp, =2 i2 @
33Xy + 4Xp = i@+ ®
« 2+
1775
My =1 j @&+ @
e L
9

1

(1)
(@)

@)

(3)

@

(4)
(5)
(6)
(7)

&)

(8)
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+2
Wenn es eine Losung gibt, dann 5, . Wir versuden, den Parameter zu bestimmen,

9
indem wir die Komponerten diesesVektors in eine Gleichung des Systemseinsetzen,und zwar

in (@):

2 1 -
3 &% +4 3 =
6 3 4
- 4+ — - =
5 5 9
54 20_2
45 45 5
“_2
45 5
17 _
5 "
Dara;Js folgt: Die7LosungsmengeL(G )=;,wenn 6 %; wenn = %, dannist L(G ) =
+
5l = 9l
9 9

G° { Homogenisierung von G :

X1 2X, =0
X1+ 4x,=0
3x; 5x3=0

n (0]
L@e)= ¢ [

Hin weis: Die Lesungstetinik (fur Lineare Gleichungssysteme)die Unbekannten sdritt weise
zu eliminieren, heit das Gau sc he Eliminationsv erfahren |

i) ) fraigre) ) fraign)

m gleic hungen m 1 Gleic hungen m 2 Gleic hungen
2(m<n) fxm 'i:xn?
> 1 Gleic hung

“(m n) m n Gleichungenmit 1 (??7?)
zB.0 x=2:L=;
zB.0 x=0: L=

7.1 Vektorr aume und Lineare Gleic hungssysteme

Satz 7.3. Es sei G dashomaenelineare Gleichungssystem:
x
a xj;1 i m
j=1
in K (n Unbekannte,m Gleichungen). Dann ist L (G) ein Untervektorraumin K". Man nennt
L (G) auch Losungsraum von G in K",

Der Beweis war Hausaufgabe. Wenn den jemand vermisst, mege er/sie/les ihn machen, IATEXen und mir
schicken (vitt@informatik).
Y Mehr zu diesem Thema demneachst in diesem Kino, genauer gesagtin x[[3ab Seite B4
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Bew eis:
Anwendung von Satz[E2 (Seite &)

Bew eis fur L(G) 6 ; |

P 0
. Es gibt aj :::0= 0. Somitist : 2 L(G).
=1 10 !
X1’ i
Es seiena;b2 K und x = : undy= : ausL(G). Dannist noch zu zeigen,dass
Xn Yn
a x+b y2L(G):
X X X

a (@ x+by)=a & x+b & y=00

= e Te—
=0 =0

De pition  7.4. Ist G ein homaenesLineares Gleichungssystemdann heit der Nullvektor
0

2 K" triviale Losung (Nul lesung)
0

Satz 7.5. Gegelen sei ein Lineares GleichungssystemG gleich

x
aj Xp=h;1 i n
i=1

und G° die Homogenisierungvon G. Ist ¥ 2 L(G), dann gilt

L(G)= w+x:%2L(G? (7.1)
Beweis: | I I
Vi Y1 X1
¥= . .Seiy:= : 2KD". Danngibt esgenaueinenVektor x = . mit y= v+ %,
Vn Yn Xn
namlich x = y v.
. P N P p P
Danngilt ~ a; i5j = aj(y+x)= & v+ & X=bh+ ajx.
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1

y2 L(G), x2 L(GP), somit gilt die Behauptung.
Korrollar 7.6( Ein, I)ineares GleichungssystemG hat hechstenseine Losung genau dann,
0

wenn L (G°) =

Bew eis:
Sind 'vl; 'Vz 2 L(G), dann gilt nach Satz[ﬂ'vl 'Vz 2 L(GY). 'vl '\/2 =0y 'Vl = 'Vz.
O

L (G) erhalt man, indem man eine spezielle (partikuleare) Losungvon G nimmt und zu dieser
die allgemeineLesungvon G° addiert.
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x 8 Lineark ombinationen und Erzeugendensysteme

In diesemParagraphenbezeitinet K einen Korper und V einenVektorraum eber K .

De nition 8.1. Esseienm 2 und ¥;:::; ¥y Vektoren.
a) Eine Line arkombination von wj;:::; vy ist ein Vektor der Gestalt
X
a v (8.1)
i=1
wolei a;;:::;an 2 K. Die & heien Koe zienten der Linearkombination (8).
Hinweis:

Beispiel:
vi=(9ive= 4§ iws=(3)
a =3 siaa= 1

a wta w+az w=

IS

b) Eine Linearkombination heit trivial , wenn alle Koe zienten 0 sind.

c) Ein Vektor ¥ heit Linearkombination von ¥i;:::;¥y,, wenn es Elementeay;:::;an 2 K

2
gibt, so dassw = a V.
i=1

De nition  8.2. Sei M eine Teilmengevon V.
( )

Lin(M) : ¥ :m2 ;% 2M;g2K

1
o

1
?

pwennM = ;

Die Lineare Hulle Lin(M) ist die Menge aller meglichen Linearkombinationen mit Vektoren
ausM (und bkeliebigenKoe zienten).

Satz 8.3. Fur jede UntermengeM von V ist Lin(M) ein Untervektorraum von V, der M
enthalt.

Bew eis:
klar fur M = ;.
SeiM 6 ;. Ist¥v2 M, danngilt ¥v=1 %2 Lin(M). SomitM  Lin(M).
Es seienv;w 2 Lin(M) und a;b2 K. Zu zeigenist, dassa ¥+ b w 2 Lin(M).

xn X
v = a Vi, W= b w; w;w 2M;a;h 2K
i=1 i=1
xXn X0
av+bw=a a w+b b w =
i=1 j=1
=a (g v+ +am ¥m)+b (b wi+ +Dby wy)
=(a a) i+ +(aan) ¥m+ (b b) wit +(bby) wy 2Lin(M)
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Wir sagenzu Lin(M) der von M erzeugteUntervektorraum von V oder der von M aufge-

Satz 8.4. Lin(M) ist der kleinste Untervektorraum von V, der M enthalt.

Bew eis:
Nach SatzB3ist Lin(M) Untervektorraum und M Lin(M).
SeiK ein Untervektorraum mit M U. Zu zeigen:Lin(M) U.

Ist ¥ eine Linearkombination aus M, dann gilt ¥ 2 U, wegenKorrolar (Beweis: induk-

tiv).

Satz 8.5 (Eigensc haften der linearen Heulle). a) Lin(;) = Lin(0) = fOg
m

b) M = fwy; i1, ¥n0, dann gilt Lin(wq;:: 0 wy) = av g 2K
i=1

c) Lin(v)= K w:=fa v:a2Kg

d M Lin(M)

ey M M%) Lin(M) Lin(M9 (Monotonie)

f) M ist ein Untervektorraum, M = Lin(M)

g) Lin(Lin( M)) = Lin(M)

hy M Lin(M9) Lin(M) Lin(M9

Bew eis: n o n 0O no
1. Lin(;) = © (nach Denition) = a 0:a2K = 0

R
2. Ist ¥ 2 Lin(M);» = aj ¥, sogibt eszwei Moglichkeiten:
j=1

R P
k<m:w= aj % + 0 w w :Restliche Vektoren ausM
=1

K > m, dann treten diesellken Vektoren mehrfach auf. +ta W+ ta wt

+ + (a+ @) w+ .. Dann erhalt man eine Linearkombination der Leangem.

3. Sieheb) fur m=1
4. SieheSatz[B3

5. Lin(M 9 ist Untervektorraum mit M° Lin(M9 (sieheSatzB3. Aus M M ?folgt
M Lin(M9. Lin(M) ist der kleinste Untervektorraum, der M erthelt, wegenSatz[84

folgt Lin(M) Lin (M 9.
6. M = Lin(M)) M ist Untervektorraum nach B3

M ist Untervektorraum) M M ~ M ist Untervektorraum ) Lin(M) M, nach[B4

) Lin(M)= M.

7. folgt ausf) und dem Fakt, dassLin(M) ein Untervektorraum ist.

8. folgt ausB4, wenn Lin(M9 = U gesetztwird. (M U;U ist Untervektorraum )

Lin(M) U)
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Beispiel:  Gegelen sei der Untervektorraum U K", gesudt: Minimales M U mit
Lin(M) = U.
In 2 wber R seiU die Menge:
o]
— a 3 . —
= a; 2 Tagtat+taz=0

i) U ist Untervektorraum von 3

UG, weil § 2U.
a;b2 ; x= (xaxaxs);y= gé 2U.zZ:a x+b y2U.
axi+tby
a x+b y= axtby
axz+tbys

ararbyiraxerbyraxsrbys=afarprxgrb (it yryg=0

0
| {z b —fz—}
0
| {z }
0
.. 1 1
i) w = 01 V2= 0 spannenU auf.
w2 Uw2U
Lin(wv;%) U. Seit = lﬂé 2U.up+ux+uz=0y
o= G0 = uw o+ o
us 0 u3
1 +1 .
=( u) o + ( ug) 0 = ( uz) v+ ( uz) v 2Lin(vi;w)
Also U  Lin(vy;%,).
Zusammen: Lin(w1;%) = U. O

De nition  8.6. a) Ein Erzeugendensystem von V ist eine TeilmengeE V mit Lin(E) =
V (,E spannt V auf).

b) V heit endlich erzeugt, wennein Erzeugendensystent von V existiert, dasendlich ist.
Es soll gezeigtwerden, dassK " endlich ist.

Denition 8.7. Essein2 und1 |j n(j 2 ). Dann heit der Smltenvektor

01
0
g = RB1 j -te Komponente
0
der j -te Einheitsvektor vonV.
Esist klar, dassK " = Lin(ey;:::;€n).
0 1
ap
X
a:%EEZK”,a— a €
an i=1
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8.1 Durc hschnitte und Summen von Unterv ektorr aumen
Es seienM und N Mengen. Dann bezeidinen:
M \ N den Durchscnitt von M und N:

fxjx2M undx2 Ng

M [ N die Vereinigungvon M und N:
fxjx2 M oderx 2 Ng

M nN die Dierenz der MengenM und N:
fxyx2 M und x 2Ng

(Hat jemand Lust, die Venn-Diagrammezu malen?)

Satz 8.8. Sind U und U%Untervektorraumevon V, dannist U\ U%auch ein Untervektorraum
vonV.

Bew eis:

v02 U;v02 U%y B2 (U\ U9y U[ U°6 0.
xy2U[ U% ab2Ky %x;y2Uy a x+b y2U

%32 U% a x+ b y2 U°(weil U°Untervektorraum).
Somita x+ b y2 U\ U°

Hin weis: U [ U%ist im allgemeinenkein Untervektorraum. Es gilt: U [ U%ist Untervektor-
raum, U UCoderu® uU.

Bew eis:

( = trivial

=) (indirekt, : ( :)
AngenommenU 6 U°und U°6 U. Das heist esgibt ¥ 2 UnU%und w 2 U°nU. Wir
zeigenv+ w2 U [ U°

Angenommeny;w 2 U[ U% sol ¥+ 1 ww 2 U[ U°% Warev+w 2 UcupU’y w+w2 U
oderv+ w2 U%v+w2Uy esgibt 42 Umit v+w=1ty w=t ¥ undsomit
w2 U. Analogv+ w2 U%y v+w2UJ[ UC

Sind U und U%Untervektorraume,dann ist UnU%kein Untervektorraum, denn¥0 2 UnU®

De nition  8.9. Essei(Mj)i2, eine nichtleere Familie von Mengen,d.h. | 6 ;.
(Mi)jp, 1TV X 5 Mj2X5i 21

Dann heit

\
M= fx: x2 M; fur jedesi 2 I g
i2l

der Dur chschnitt der MengenM;;i 2 |, und

M; = fx: x 2 M; fur wenigstenseini 2 I g
i21

die Vereinigung der MengenM;;i 2 |.
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x 8 Linearkombinationen und Erzeugendensysteme

. . o T .
Satz 8.10. Ist (U;)i2; eine nichtleere Familie von Untervektorraumen, dann ist ,,, ein
Untervektorraum.

Bew eis:
(Vollig analog zu B8
Ist (Mj)i2; eine Familie von Mengenmit | 6 ;, aber endlich (I = f1;2;:::;ng):
\
M = Ml\ Mg\ \Mn
i2l

Satz 8.11. Sind U und U° Untervektorraume von V, dann ist
U+ U%=f¥2 VjQu 2 U)(9u°2 U9 (v = t + t9g

ein Untervektorraum von V, der Summe von U und U °enanntwird, und Lin(U [ U9 =
U+ U% (Alsoist U + U°der kleinste Untervektorraum, der U und U° umfa t).

Bew eis:
U + U%ist Untervektorraum. 92 U;02 U’y ©0=0+0y U+ U6 ;. Esseient und
v2 U+ U%und a;b2 K. Zu zeigenist noch, dassa ¢+ b ¥ 2 U+ U°

2 U+ U% t=th+tot; 2 Ut 2 U% w=t+ty v=w +wv 2 Uw2U°
atd+tbwv=a (t1+th)+b (v +w)=

fa ul{;b vlg +fa uz{;b v2g2U+ uo

2 U, weil U Unterv ektorraum 2U¢°
b) z.Z. Lin(U[ U9 = U+ U°
U U+U% a=u+02U
0+ U% w2U+ U% AnalogU® U+ U% U[ U° U+ U% Lin(U[ U% U+ U%wegen
a) und B3
Seiv2 u+ u%dhv=t+ %2 U;u°2 UC
v=1wy ¥2Lin(U[ UY:
Da v beliebigausU + U%y U+ U® Lin(U[ U9.

De nition Zwei MengenM und N heien disjunkt , wennM \ N = ;. Sind U;U° Unter-
vektorraume, dann gilt U\ U°6 ;, weil02 U\ U°

Satz 8.12. Es seienU und U° Untervektorraume von V. Dann sind folgende Aussagenaqui-
valent:

(i) JedesElementausU + UCist eindeutig in der Form & + &%t 2 U;u°2 U° darstellbar.
(i) Fur jedestt 2 U und &°2 U° gilt:
v+ t°=0) o=u’=0

(i) U\ U°= fog

Bew eis:
Der Beweis erfolgt nach dem Schema des Ringbeweises d.h. wir beweisen(i) ) (i) ) (i) ) (i) und
erhalten dadurch (i) (i)  (iii).

() ) (i) Esgilt =0+ 0,02 U;02 U° Aus ¢+ &°= 0 folgt, wegen(i) & = 0;t°= 0.

51
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(i) ) (i) Esseit2 U\ U% Dann gilt 8 (#)=0u2U;a2U°% w2U°

2U0

(i) ) () Seiv2 U+ UC% v=u+t%u2 U;u°2 U° Es gelte weiterhin ¥ = t; + t9;t1 2

Ui?2 U 0=wv w»= (t+ 89 (b + 89 = (gag) + (8 uf).
2U 200

s D (L=
2U 2U

Da U\ U%= fog nach (iii) folgt (¢ 1) =0undt® &9 = 0[ t; und = u?, also (i).

O

De nition  8.13. Sind U und U° Untervektorraume von V und gilt U\ U°= f0g (somit gilt
(i) und (i) fur U und U9, dannheit U+ U°dir ekte Summe von U und U° Dafur schreibt
manU U°

Bemerkungen

52

Man kann die Summe zweier Untervektorraume auf endlich viele Untervektorraume ver-

(s )

U+ Uy + + U, = i :#i2U;1 i n
i=1
Es qilt
U+ U+ +Up=Lin(U[ U[ [ Up)
Beweis analog zu B3

Die direkte Summe zweier Untervektorraume kann ebenfalls auf endlich viele (speziel-

le) Untervektorraume verallgemeinert werden. Sind Ug; Up;:::; U, Untervektorraume
(mit einer gewissenEigensdaft), dann seiU; U, U, die direkte Summe der
Up; Uz iiiiUn
U U U, existiert, wenn
!
X
ti = Ot 2 U ) =10 (8.2)

i=1
B3 ist aquivalent mit (i), d.h. jede Summe o;t 2 U; ist eindeutig.

i=1
Die Bedingung (iii) ist nicht aquivalent zu (82). D.h. U;\ U, \ Uz = fTg 6) (B3).

Aquivalent zu [B83) ist:

h n oi
Bi;1 i n) U\ (Up+ U+ + U 1+ U + +Uy)= 0
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Kapitel IIl  BaseneinesVektorraums, lineare Abbildung

x 9 Lineare Unabh angigkeit, der Begri der Basis

Es seiin diesemParagraphenK ein Korper und V ein Vektorraum eber K .
Denition  9.1. Die Vektoren v{;:::;%n, 2 V heien linear unabhsangig, wenn fur alle

xo
a ¥ =0) aa=a =ay=0:
i=1
Die Vektoren hei en linear abhangig, wenn sie nicht linear unabhangig sind.

linear abhangig.

Beweis:
Angenommeny; = 0. Dann gilt

Beweis:
Es geltew; = v (i 6 j).
xn
0 w+1w+( 1) w =10 nicht alle Skalar sind 0
——)
k6 i o
o
[z

0

3. v ist linear unabhangig, v6 0

4. Drei Vektoren in der Ebene sind immer linear abhangig.

R

f v, wo; tig sind linear abrangig. f¥; w;g sind linear abhangig. f ¥; w»g sind linear unabrangig.
Wq = v. 1 wi+( ) w=0.
60

av+bw =0
av=(hb w
Angenommena 6 0: ¥= ( 2) w, - Widerspruch
weil dann v; w, auf einer Geraden liegenweirden.
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x 9 Lineare Unabhangigkeit, der Begri der Basis

Beispiel:  Es soll uberpruft werden, ob die Vektoren v, = i*: N = 2i3+5 3= (%) aus
V = Zwber linear unabhangig sind oder nicht.
Esgelteta; v+ a; v+ as vz =0

ai (1+i)+a2 ( 2i+5)+83 2

a (I i)+a 3+as 3 0

Hieraus folgt das lineare GleichungssystemG:

(1+|) a1+( 2I+5) a+2 az=0
(1 I) a+3 a+3 az=0

mit der Losung
80 . 19
< % i 1) a =
L(G) =, @ a :
' i 1) a

Also z.B. fur a, = 1 und passendena; und as erhalten wir a3 % + 1 ¥ + az w3 = 0und
a, 6 0y wq;¥;¥3 sind linear abhangig.

Lemma 9.3. Esseienvy;:::;Vm 2 V

a) Die Vektoren vi;:::;¥%y, sind linear abrangiggdw. eini mit 1 i m existiert, so dass
¥ 2 Lin(¥1; 000 W 15 Wie1 0000 V)

b) Sind wi;:::;¥n linear unabhangig und gilt fur ein ¥ 2 V, dassvy;:::;¥n ;¥ linear abhangig

ist, dann ist ¥ eindeutig als Linearkombination darstellbar.

Bew eis:
a) ¥1;:11; ¥y linear abhangig) esgibt ai;::;an 2 K, nicht alle 0, mit = 2, a ¥ = O.
Angenommena; 6 O.
Danngilt ( &) % = j=1 8 ¥
P i6i
Vi = jm:l 2_1, VJ .
j6i
Also v 2 Lin(¥y; i 5% 1% +150005¥m)
Gilt w 2din(¥1; 0 0% 1% 41510 ¥m) Y
1w= Lia vy a w+ +(1) vi+ +an ¥n =0, alsov;:: ¥y linear
i6i
abhangig.

b) (Existenz) p
Y1) ¥y ¥ linear abhangigy Esgibt ag; :Is:;am;aZ K , nicht alle 0, mit i”;l a vitav=

y avs La v

y ¥= [ & v, dh w2 Lin(v;iivm).

(Eindeutigkeig,) p p

Esgeltev= ", a v;¥= 1. b vy v v= D (a h) w=0
Dav; :::vqy linear unabhangigy allea; b = 0. Also (8i)(a; = b).
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De nition 9.4. a) Eine TeilmengeM V heit linear unablangig, wenn M 6 ; oder belie-
bige, endiich viele verschielene Vektoren aus M linear unabhangig sind.

b) Eine Teilmenge B V heit Basis von V, wenn B linear unabhangig ist und B ein
Erzeugendensysteﬂ}fur V ist.

Hin weis:

1. Die leere Menge jst Basis des Nullunterraums, da ; linear Unabhangig laut De nition
und Lin(;):= ©

2. SeiV der Vektorraum der 1-Tupel K ! mber K. Dann ist fur jedes(a) 2 K * f(a)g Basis
fur K! genaudann, wenna 6 0.

c (=0, ca=0, c=0o0dera=20

Bew eis:

Seia6 Oundc (a)=(a)y c=.

Seib2 K,so(b) 2 (a)furb=0
(=0 (a furb=0
a=0;(0=1 (0)= (0)y linear abhangig) keine Basis. O
Satz 9.5 (Basiskriterium). Fur Vektorenvq;:::; vy 2 V sind folgendezwei Aussagenaqui-
valent:
(i) B :=fwy;:::;%nQist eine Basis von V
(i) Jedesw 2 V ist eine eindeutige Linearkombination der wq;:::; vm
Bew eis:

(i) ) () Daw2V eineeindeutige Darsteflung hat, foglt v 2 Lin(vy;:::;¥n). Im speziellen
gilt diesauch fur 0. Es gilt immer 0= i”;l 0 v und esgibt nur eine Darstellung. Somit
ist ¥1;:::;% linear unabhangig.

9.1 Standardbasis von K"

kanonisc he Basis von K" genanrt wird:

0 1
a
adp X
LC2K"= & g
: i=1
an

siehe De nition B8 auf Seite £
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x 9 Lineare Unabhangigkeit, der Begri der Basis

Beispiele:
1) In 2 ist zu wberprefen, ov v, = (3) und v, = 3 eineBasis bilden.

Seiv=2,dh v=(3);a;a 2
Wir kontrollieren die Zahlenpaare,fur die gilt

v=b v+ b v 1)
(@ gilt far (b;; ) genaudann, wenn

. b+ 3
G: 2t by

ag
ag

fur by; by gilt.
_ 5a; + 3a, 2, ap

b =

by 11 11

fw1;%,0 bildet eine Basis.
2) In 2 wber enscheideman,ob 1! ; 2*S  eineBasisbildet.
Antwort: Jd]
Lemma 9.6. Es sei E ein Erzeugendensystenvon V und B eine Teilmengevon E mit

B ist linear unabhangig
Jede MengeF mit B F E und B 6 F ist linear abhangig.

Dann ist B eine Basis von V.

Bew eis:
Zu zeigenist, dassLin(B) = V (weil Lin(E) = V).
WennlLin(B) Evy Lin(l[in&Bg) =V =) Lin(B)=V.
E

z.Z.. E Lin(B).
Seiv 2 E. Dann gilt fur F := B[ fvg

1. Moglichkeit: F = B, d.h. v2 By ¥ 2 Lin(B)

Voraussetzung).Nach Satz[@3b) heit das: ¥ 2 Lin(B).

9.2 Vollst andige Induktion
Das Prinzip der vollst andigen Induktion

Es sei E eine Eigensdaft, die fur  sinnvoll ist, d.h. fur jedesn 2 gilt: n hat
die Eigensdaft E oder nicht.

Dann gilt:

Wenn E die beiden Eigensdaften hat

IA  (Induktionsanfang) 1 hat die Eigensdtaft E

IS (Induktionssc hritt) Ferallen2 mit n> 1gilt: Hat n 1 die Eigensdaft
E (Induktionsannahme ), dann hat auch n die Eigensdaft E (Induktions-
behauptung ).

Sehr befriedigend, nicht wahr? Aber ich habe auch keine Lust, den Beweis zu fuhren. Wenn ihn jemand
vermit, bitte A S-IATEX-Datei an vitt@informatik.h u-berlin.de ;-)
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Beispiel: K seiein Kurper,q2 K;q6 1.
Summenformelfur die endliche geometristhe Reihe:

X 1 qn+l
i=0 1 q

Bew eis (Induktion weber n):

FD +
IA: (n=0) gi= L92Ja, denngl = 1= L9 = 1
i=0

IS: (n n+1)
Wir setzenvoraus:
X n +
gi = 1 1q 1
i=0 q
und zeigen
')(Pl q| _ 1 qn+2 .
i=0 1 q
1 + + + +
wqi:)@qi.pqn*'l:l qnl+qn+l:1 qnl+(1 q)qn1:1 qn2
i=0 i=0 1 q 1 q 1 q

Das Prinzip der stark en Induktion

SeiE eine Eigensdaft uber

E(1)"
(8k)k n) E(K)) E(n+1)
) 8n2 (E(n))

Beide Prinzipien sind aquivalert.

9.3 M achtigk eit von Mengen

Ist M eine Menge,dann bedeutetjM j die M achtigk eit von M oder die Kardinali-
tat von M (Anzahl der Elemente). Ist M unendlich, dann schreibt manjMj:= 1 .

jiMj=n;n2M(M =;;jMj:= 0);;jM [ Nj= jMj+jNj jM\ Njl

Hier ist zu beadten, dass bei unendlichen Mengen andere Rechenregeln gelten: 1 + 1 =1 ; 1 + n =
1;1 1 ist nicht de niert.
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x 9 Lineare Unabhangigkeit, der Begri der Basis

9.4 Der Austausc hsatz

Theorem 9.7 (Austausc hsatz). Es seienM eine endliche linear unabhangige Vektormenge
und E ein Erzeugendensystenvon V.
Dann gibt es eine TeilmengeE° von E mit den Eigenschaften:

a) M [ ECist ein Erzeugendensystenfvon V).
by M\ E°=;

c) jMj=JEnE]

d) jM [ EY = jE]j

Bew eis:
d) folgt ausa) { c):

Angenommen,a) { c) gelten:
1)jE9=1y jEj=1,weillE® EundjM[ Ej=jEj=1.
2) E°{ endlichy jM [ EG=H0jMj+jEF jM\ EJ=jEnEY+JEY = jE]
=0
(Spezialfal M E) Deniere E?:= EnM

a) M [ E%= Ey Erzeugendensystem
b) M [ E®°= ;, nach De nition vonE.
c) jMj=JEnEY

(M beliebig) Beweis mittels Induktion wuber jMj.

IA: (n=0)
EsgeltejMj=0,d.h. M = ;. Dann gilt M  E, sieheSpezialfall.
IS: (n 1! n)

Esqilt a) { c) fur alleM mit jMj=n 1.

EsseiM eine Mengemit jMj= n.

Wenn M E, siehe Spezialfall, andernfalls (M 6 E) gibt estt 2 M ;& 2 E. Sei
M1 =M nfag. jMj=n 1.

Nach Induktionsvoraussetzunggibt esein E1, sodass

a;) M1 [ E? Erzeugendensystem,

Bei der Grak bin ich mir absolut nicht sicher, ob sie sorichtig ist. Korrekturen oder Bestatigungen bitte an
vitt@informatik.hu- __ beriin_.de | Danke. { T.
Y weil EQund M endlich
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bi) M1\ Ef=;,

¢1) jM4j = JE nEJ).

Aus a folgt, dasst = [_; aith + P js:l By, mit 8 2 My; % 2 ES a3l 2K.

#2Mq;fth; 00 t;8g M, M linear unabhangigy d;ti,:::;t, linear unabhan-
(?) gig. Nicht alle b sind 0. Werenallely = Oy 2 Lin(ty;:::;th), falsch (?) wegen

Seib 6 0. SeiE%:= E{nfwg( EY E). Zu zeigen:M und E° erfellen a){c).
a) Y= é o {21 a H E;]J_ h( V¢ .
D.h. ¥ 2 Lin(M [ E9.
AlsoM [ EP= M [ E°[ fwyg Lin(M [ E9.
V= Lin(Mi[ EY) Lin(M[ EY LinLin(M[EY=LnM[E) Vy
V = Lin(M [ E9.

b) zu zeigen: M \ E® = ;. Angenommenw 2 M \ E® Das heisstw 2 M
und w 2 EC w 2 E: Weil by gilt M1\ ES = ;)y w2 M nM;y, dh.
w=t 2 M nE.

#2E: E® E, Widerspruch.
c) EnE®= EnEY[ fvg, d.h. JEnEY=jJEnE)+ 1[]|df/ (n 1)+ 1=n.
na.v or.
(jMj = n, nach De nition von n).

O

Korrollar 9.8. Es sei M eine linear unabrangige Teilmengeund E ein endiches Erzeugen-
densystemvon V. Dann ist M auch endich und esgilt jMj jEj.

Bew eis (indirekt):
WerejM j > JE]j, danngibt esN M, endlich, jNj > jEj. (Ist M endlich, dannwareN = M .)
N ware endlich und linear unabhangig, E ein Erzeugendensystem.Somit gilt fur N und E

Satz®@4 Dann gibt esE® E jJEj = N[ EY |jNj> jE]j, Widerspruch.
B2

weil ¥ nicht zu E nEQ gehert
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x 10 Die Dimension eines Vektorraums

Es seiV ein Vektorraum mber K im gesanten Paragraphen.
Satz 10.1 (Basissatz). Es seiV eindlich erzeugt. Dann gilt
1. V besitzt eine Basis.

2. Sind M linear unabhangig und E ein Erzeugendensystermit M E, dann gibt es eine
BasisB vonV mtM B E.

Jede linear unabhangigeMenge M kann zu einer Basis erweitert werden.

3.
4. JedesErzeugendensystent von V enthalt eine Basis.
5. Jede Basis von V ist endlch.

6.

Je zwei Basenvon V besitzengleich viele Elemente.

Bew eis:
Da V endlich erzeugtist, gibt eseinp2  und eine TeilmengeE°von V mit jJEY = p und E°
ist Erzeugendensystem.

b) Wegen[E8 enthelt jede linear unabhangige Teilmengevon V hechsten p viele Elemerte.
Wir betrachten eine TeilmengeM ° von E, die linear unabhangig ist, M M % und die
gre tmeogliche Anzahl von Elemerten besitzt (da dieseZahl fur M p sein muss, existiert
ein solthesM ). Nach Satz[&8ist M ° dann eine Basis.

c) folgt ausb) fur E := V.

d) folgt ausb) fur M = ;.

a) folgt ausb) fur M = ;; E := V.

e) Eine Basisvon V hat hechstensp viele Elemente (Satz[@3), ist also endlich.

f) EsseienB und B®Basenvon V mit jBj = n; jBY = nC
Da B linear unabhangig und B ° Erzeugendensystenist, folgt nach SatzEE8n nC
Da B?linear unabhangig und B Erzeugendensystenist, folgt nach SatzE&8n° n.
Alson = n°, O

De nition  10.2. a) SeiV endlich erzeugt. Somit existiert eine Basis B, die endlich ist. jBj
heit Dimension von V. Schribweise:dimyk V (oder auch dimV). (Ist V nicht endlich
erzeugt, dann schreiben wir dimV = 1))

b) Ein Vektorraum heit endlich-dimensional (bzw. er hat endiche Dimension), wenn er
endlich erzeugtist. (Im anderen Falle heit er unendich-dimensional).

Korrollar  10.3. Sei V endich-dimensional. Fur eine beliebige Teilmenge B von V sind
folgendeAussagenaquivalent:

(i) B ist eine Basisvon V.

(i) B ist maximal linear unabhangig (d.h. keine echte Obermengevon B ist linear unablhan-
gig).

(iii) B ist ein minimales Erzeugendensystenvon V (d.h. jede echte Teilmengevon B st kein
Erzeugendensystem).
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Bew eis:

@) (i
SeiB eine Basis. Sonti ist B linear unabhangig. Aus[[0lc) gibt esB°mit B B%und
BOist Basis. Nach [[0-Af) gilt jBj = jBY. Da B endlich ist gilt B = B,

(i) ) @
SeiB maximal linear unabhangig. Nach [[0Zdc) gibt eseine BasisB°mit B B® Da
BPlinear unabhangig und B maximal folgt B = B,

(i) ) ()
SeiB ein minimales Erzeugendensystem Nach [[-1d) gibt eseineBasisB? B. Da B°
Erzeugendensystenund B minimal folgt B°= B.

(i) ) (i)
SeiB Basis, dann ist B ein ErzeugendensystemWare B B ein Erzeugendensystem,
dann gabe es¥ 2 B nB%mit ¥ 2 Lin(BY. Somit ware B nicht linear unabhangig. Also
git BnB%=;y B =B

Beispiele 10.4. a) ; { Basisfur fOg
b) V = K. Dannist f 1 g eineBasisvon V.
c) st Vektorraum mber : f1;igist eine Basis[]

d) dimk K" = n, weil die Einheitsvektoren eine Basis bilden und esn viele soldher Vektoren
gibt.
az 0
e) U= a2 2 S:gt+ta+taz=0

Daw = (1)1 ;Mo = (1)1 eine Basisfur U bilden gilt dim U = 2.

Satz 10.5. SeiV endlich-dimensional, dimV = n und B eine Teilmengevon V. Von den
drei Aussagen

(i) B ist linear unabhangig
(i) B ist ein Erzeugendensystem
(i) B besteheausn vielen Elementen

implizieren je zwei die dritte Aussage.Alle drei zusammenegelen, dassB eine Basis von V
ist.

Bew eis:
Wegendim V = n hat jede Basisvon V genaun viele Elemerte. (i) und (ii) bedeuten,dassB
eine Basisist. Somit Bj = n, alsogilt (iii).

(i) und (iii) implizieren (i): Aus (i) (und dimV < 1) und[I0Jc) folgt, esgibt eine Basis
B B.DannB B¢ jBj=n=jB%y B = BC B ist ein Erzeugendensystemalso (ii).

(ii) und (iii) gelten. Aus (ii) folgt nach [J,a) esgibt eineBasisB® B. jBY = n=jBjy
B%= B. Somit ist B®linear unabhangig, esgilt (i).

Vorsicht mit den Komplexen Vektorrlaumen: dim 2= 4 aberdm 2= 21
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Satz 10.6 (Steinitzsc her Austausc hsatz). Es seidimV < 1, B eine Basisund M eine
linear unabrangige Menge von Vektoren. Dann existiert B® B, so dassM [ B° eine Basis
istund M \ BO= ;.

Bew eis:

Da B ein Erzeugendensystenist, gibt esnach ein B B mit folgenden Eigensdaften:
B\ M =;,B°[ M ein Erzeugendensystenund jM [ BY = jBj = n. Nach[[O3ist M [ B®
eine Basisvon V. O

Satz 10.7. Seip2 ©. Folgendebeiden Aussagensind aquivalent:
(i) dmV <1 mitdmV p

(i) Je p+ 1 viele Vektoren ausV sind linear abhangig.

Bew eis:

(i) ) (i)
Es seienvy;::1;%+1 2 V. Wenn nicht alle versdiieden sind, dann sind diese Vektoren
linear abhangig (v1 = ¥2;1 %, + (1) ¥+ 0 w).
Angenommen alle sind versdieden. jfwy; ;%19 = p+ 1> p dmV. We-
ren ¥q;:::;¥p1 linear unabhangig, dann (da dim¥ < 1) gabe es eine Basis B mit

(i) ) @
Das Minim umprinzip von

Jede nichtleere Teilmengevon  hat ein kleinstes Element. (Aquivalent zum
Induktionsprinzip)

Sei
A:=1fq2 ©°:Jeq+ 1viele Vektoren ausV sind linear abhangigg:

p2A;A6 ;. Somit hat A ein kleinstesElemert. Seidiesesn p:

n=0.
Das bedeutet, dassjeder Vektor linear abhangigist (a x = 9;a6 0y x = 0)
y V=1f0g dmV =0y dimV < 1. Also (i).

n> 0.
n 12 %undn 12A. D.h. Esgibt n viele Vektoren, die linear unabhangig
sind und jede etht gre ere Menge st linear unabhangig. Somit gilt nach dass

diesen vielen Vektoren eine Basis bilden. Also dmV < 1 und dmV  p. Also
OF O

10.1 Die Dimension von Unterv ektorr aumen

Satz 10.8. EsseidimV < 1 und U ein Untervektorraum von V. Dann gelten:
a) dmU< 1 unddimU dimV.
b) dmU = dimV, U=V.
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Bew eis:
a) Gilt dmV < 1 und dimV = n, dann sind (beliebige) n + 1 viele Vektoren ausV linear
unabhangig. Also sind erst recht n + 1 viele VektorenausU (U V) linear abhangig.

Somit, nach 03 ist dmU < y1 unddimU n=dmV) U=V.

b) Wir zeigen:dimU = dimV ) U=V.

Nach a) gilt dimU < 1 . Seim := dmU (n = dimV). SeiB Basisvon U und B° Basis
vonV. DannjBj=m=n=jBYy jBj=n.

Nach [I0dc) kann B zu einer Basisvon V erweitert werden. SeidiesB® Danngilt B B®
und jBj=jBYy B =B B ist Basisvon V, alsoU = V. O

Satz 10.9. EsseienU und U°Untervektorraumevon V und dimV < 1 . Dann sind dim(U \
U9 <1 unddim(U+ U9 < 1 und esqilt:

dim(U + U9 = dmU + dimU® dim(U\ U9

Bew eis:
U\ UQ%ist Untervektorraum von U und dim(U\ U9 < 1 . Es seien

p:=dimU; gq=dmuU% r:=dimU\ UY:

Seifuy;:::; & Basisvon U\ U%.. Nach [[0Zc) kann diesezu einer Basis von U erweitert
werden. Sei
A= ot tesr il lp
SeiA®:= fuy;:ii b, 6, ;0069 Basisvon U% Wir zeigen,dass
B = A[ A%= iy} il it tas; il bpit,y il UQQ

eine Basisvon U + UQist.

a) B ist linear unabhangi
Bsgelte P& wi+ [ a =0
P

bpoam = a w=rw2U[ Ul
Zp 2U0
— r
W= iz1 G Hi
X
W oow= e ti+ a¥=0
i=1 i=1
Zz—} |2z
" . . P,
Alsoallecy = c, =¢ =a, = = ag = 0, weil A®Basis, & = 0 Poa o =0.

Aber A Basisy allea = 0. Alle & und & = 0. Somit B linear unabhangig.

b) B ist Erzeugendensystem
w2 U+ U%bedeutetw = wy + wp;wy 2 U;w, 2 U°C
wj 2 Lin (A) Lin(B)
w, 2 Lin(A%  Lin(B)
y w2 Lin(B). O
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Korrollar 10.10. Die U+ U°zweierendlichdimensionaler Untervektorraumevon V ist genau
dann direkt, wenn dim(U + U9 = dim U + dim U°

Bew eis:
U+ U%direkt (= U U9, wennU\ U%= fOg. Also dim(U[ U9 = 0. Nach [[03 folgt
Behauptung.

Gilt dim(U + U% = dimU + dimU°y dim(U\ U% = 0. D.h. U\ U°= fog. Also U + U°
direkt. O

Lemma 10.11. EsseidimV < 1 und U ein Untervektorraum von V. Dann existiert ein
Untervektorraum U%on V mit V = U U2 (U%heit komplementear zu U)

Bew eis:
Es sei A eineBasisfur U. Dann kann A zu einer Basisvon V erweitert werden.

Sei B die Basis. SeiA°:= B nA. U%:= Lin(A%. ACist eine Basis fur U% Es gilt
U+ U%=Vund U\ U°= fog. Weil dmU + dimU°= jBj = dimV,[I0 V = U+ Uy
dimV = dim(U + U9.

Hin weis: U%in [ Tlist nicht eindeutig bestimmt.

10.2 Der Dimensionsb egri und lineare Gleic hungssysteme
De nition 10.12. EsseiM U. Dann heit

RangM := dim(Lin( M))
Rang von M a
Eigensc haften 10.13 (des Ranges). EsseienM;M°% V undm2 %w2V.
a) RangM = 0, M = ; oder M = f0g.
by M M%) RangM RangM?®

¢) RangM  RangV und = genaudann (Lin(M) = V), wennM ein Erzeugendensystenvon
V ist (dimV < 1 vorausgesetzt)

d) RangM = m, Esgibtm vielelinear unabhangigeVektorenin M und m+ 1 viele Vektoren
aus M sind linear abhangig.

e) w2 Lin(M), RangM = Rang(M [ fwg)

Gegelen sei ein lineares Gleichungssystem:

Xn .
G: ajxi=hb@ i m)
=1
anXi1+  +a;Xn = by
8mi1X1 + + 8mn Xn =
aij
azj
Die Vektorenw; := @ : A:j = 1;:::;m hei en Spalten vektoren von G.

Amj

Ich verwende durchgangig Rang. Herrmann schrieb mal ,rang\, mal ,Rang\.
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!
by

Seiw = .. G ist aquivalent mit
brm
xXn
Xj M =W
j=1
Beispiel:
2X1 33X, +bx3 = 1 2 3 5 1
. + + =
G: 4x, +7 X2 X3 = 2 Xl(4) X2 7 X3 1 2
Satz 10.14. EsseiG ein Lineares Gleichungssystenund 1 ;:::; ¥, ;w die Smltenvektoen von

G.
FolgendeAussagensind aquivalent:

(i) Gistleskar (L(G) 6 ;)

Bew eis:
@, (i
(i) ist die aquivalente Formulierung von (i) in der Vektoraussporache
(i) . (iii)
siehellllT3e)

G ist univ ersell losbar genaudann, wenn fur jedesw G eine Losunghat.

Korrollar  10.15. G ist universell loskar genaudann, wenn Rangfw;:::;¥,g = m.

Bew eis:
Dasheit K™ Lin(wy;:ii;vm), Rangfvi;:i:ii;¥ng mundwvg;:ii;v, 2K™,
Sei G° ein homogened.ineares Gleichungssystem:
x
a X =0(1 i m)

i=1

Wir wissen L(G°) ist Untervektorraum von K". Es gilt 0  dim(L(G?)) n. Seip :=
dim(L(G°)) eine Losungvon G°. . x®::::;x(P heien Fundamen tallsosungen von G°,

Elemerten einer Fundamertallosung.
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x 11 Lineare Abbildung

HauptgegenstanddiesesAbschnitts wird der Vergleich von Vektorraumen sein.

De nition  11.1 (Funktion). Eine Abbildung(oder Funktion) f ist gegelen durch drei Daten:
Eine MengeM { De nitionsb ereich von f
Eine MengeN { Wertebereich von f

Eine Zuordnungsvorschrift fur f, die jedem x 2 M eindeutig ein bestimmtes Element
y 2 N zuordnet.

Fur diesesy schreibt man f (x). Schreibweisefur f :
f:M! N;x! f(x)
(Die Wahl von x als Variable ist ublich, aker nicht zwingend.)
Beispiele:
a) SeiM eine Menge. Die Abbildung
idy :M I M; idy (x) = x
heit Identitaatsabbildung von M (kurz Identitsat von M ).
b) M;N Mengenmit M N
inMn M1 N; inyn(X) =X
heit Kanonische Injektion von M in N (naterliche Einbettung)
c)s: ! ;s(x):=x?
De nition  11.2 (Gleic hheit). Zwei Abbildungen
f:M! N; x! f(x) und
g:P! Q x ! g(x)
hei en gleich, wennM = P, N = Q und f (x) = g(x) fur allex 2 M.

sausc)und s®: | R*;sqx):=x2:s6s weil 6 *[I

11.1 Komp osition

De nition  11.3 (Komp osition). Esseienf : M ! N undg:N ! P. Dann heit die
Abbildung

g f:M! P;x! (g f)x):= 9 (X))

Komp osition oder Verkettung von g mit f.

Bedingung:  Wertebereich von f = De nitionsb ereich von g.

Anders formuliert, hier ist aufpassen angesagt. Die (z.B. bei Prof. Starke) verbreitete Auassung einer Ab-
bildung als Menge geordneter Paare genugt bei Dr. Herrmann nicht zur Charakterisierung zweier Mengen als
gleich!
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Beispiele EsseiV Vektorraum wuber K.
1.w2V.

tw: V! Vity(¥) = v+ w
tw heit Translation mit w.
2. Seib2 K.
b:V!I V, p(v¥):=b ¥
Skalarmultiplik ation mit b.

(b tw)(¥) = b(tw(¥) = p¥+w)=b (v+ w)

(tw  )(¥) = tw( b(¥) = tw(b ¥) = b v+ w
Da im allgemeinenb# 6 w(b6 1) folgt, dassdie Komposition nicht kommutativ ist.
Esqilt aber:  ty = thy b-

Satz 11.4. a) Die Komposition ist assoziativ.

b) Die Komposition ist unitear, d.h. fur f : M ! N giltidy f=f idy.

Bew eis:

a) [(h g :f](x) = (h g)(f(x)) = h(g(f (x))) = h((g f)(x))=1[h (g f)X).
b) klar

Denition 11.5. Seif : M ! N eine Abbildung.f heit

a) surjektiv (,auf), wenn(8y 2 N)(9x 2 M)(f (x) = y)

b) injektiv (,1:1), wenn8x 2 M8x°2 M (f(x) = f(x9) x=x9
c) bijektiv , wenn8y 2 N9!x 2 M (f (x) = y)

Beispiele:
1) Seip:K"! K™1 m n)
Oal
' 0o 1
: a
pEant) = @ K
: am
an

p heit kanonisc he Pro jektion von K" auf K™. pist surjektiv, aber fur m < n nicht
injektiv.
2) ty ist injektiv (v+ w = ¥+ w) v = v9 (t, ist bijektiv)
3) Seiw 6 O
w K1V, y(@=aw
(aw=aw, (@aa) w=0, a=ad
w ist injektiv
w ist fur dimV > 1 nicht surjektiv, da Rangfwg = 1.

De niton 11.6. Seif : M ! N, f seibijektiv. Die Abbildungf 1:N! M mitf (y)= x,
wennf (x) = y heit inverse Abbildung (Umkehrabbildungvon f).

Bty =y fHE()) = x
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Beispiel:  (tw) =ty

Denition 11.7. Es sei K ein Korper, U;V;W Vektorraume uber K. Eine Abbildungf :
V1 W heit linearf, wenn

LAX 1: 8¥;%02 V f(v+y ¥ = f(¥) +w f (¥)
LAX 2: 8a2 K82V f(a ¥vy=a f(v)

2 auch: Vektorraumhomomorphism us

Beispiele
1) f:v!I W, f(w)="0y (Nullhomomorphismus)
2) idy : V! Vistlinear.

3) Die Projektion ist linear:

0 1 0 1 0 1
a;+ by
p(%) K %)fb-p(% )=
an a1+hq
0 1 0 1 0 1 0 1 0 1
a+ b a ap b
; 2=%zﬁ+%2 o®: &)+ p(B: K)
am + by am an by

Satz 11.8. a) Fur f : V! W sind folgendeAussagenaquivalent:

(i) f ist linear.
(i) 8w;¥°2V8a;a’2 K (f(a v+ a ¥ =a f(v)+ a’ f(¥9)

b) Ist f linear, dann gilt f (Oy) = Ow;f( ¥) = v

X0 X0
f( a w)= ax f(w)
k=1 k=1
Bew eis:
a) (1)) (i)
Gegelenseif (a v+ a° v).
f(a v+ a VO)LAXf(a v)+f(a°v°) af(v)+a°f(v°)
(i)) ()

LAX 1 folgt fur a= a’= 1, LAX 2 folgt fur a®= 0.
b) f(O=fO+0)=fO)+f(@y f(0)=0
(@= DF(»=f(( 1) »=(1 fv)= f(v)

Die dritte Eigensdaft folgt durch wiederholtes Anwendenvon (ii).
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Beispiele

1)
0 1

Z1 .
. 3] (2. Ay .= 121t Zp+ 73 P
f: 31 C% f(@pA): 20+ 320 24 (?)
Z3
2) p:V!I V; p(¥):=Db wb2K istlinear.

3.) ty ist linear gdw w = 0.

11.2 Struktur der linearen Abbildungen
a) Sindf :V! W; g:V! W linear, dannist f + g, de niert durch
f+g:VvE Wi (f+g)(v):=Tf(¥)+9g¥);
linear.
b) a2 K; f:V! W,linear, dannist a f, de niert durch
af:vV!I W, (a f)v:=a f(v¥);
linear.
c) Sindf : V! W; g:U! V linear. Dann ist
fog:ul w(f g)(w):=f(g(u)
linear.
Bew eis:
a)

(f+g)a v+b ¥)=1(a v+b ¥)+ga bv+ b b\h
f(av+b f(¥)+a g +b gW)
a (f(w)+g¥)+b (f()+ g¥))
a (f+g)(¥+b (f+g+)

Denition 11.9. a) Die Mengealler linearen AbbildungenvonV in W wird mit Homg (V; W)
(kurz: Hom(V;W)), also

Homg (V; W) = ffjf :V ! W;f linearg
b) Die Abbildung:
(fig! f+g
heit Addition vonf und g.
c) Die Abbildung
(;f)2K V! af

heit Skalarmultiplikation (a f { dasa-fachevon f)
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Beispiel Seif := () (S.[[0). Essolli f berednet werden.
0 1 0 1
1 1 iz + izp+ 23 71+ izo + iz3
i Ay = j Ay = =
(i f)(@iz )= f(@? A izy+ 3izo+ 23
3 3

Satz 11.10. a) Hom(V; W) zusammenmit + und aus[[T.9 bildet einen Vektorraum wker K .
Der Nullvektor ist Oy.w (¥) := Ow;( f): V! W;( f)(»):= f(v) ( f ist dasNegative
von f)

b) Fur alle f;f1;f, 2 Hom(V; W); g;01; 9 2 Hom(U;V) gelten:
a)f (w+t@,)=1f g+f o
b) (f1+f2) g=f1 g+f> g
coa((f gy=(af) g=f (ag

Bew eis:
Folgt ausder ,punktweiseh De nition von + und .

(af) g(v) = (af)(g(v)) = a (f(g(v)) = f(a g(v) = f((ag)(v)) = (f ag)(v)

11.3 Isomorphie zwischen Vektorr aumen

Denition 11.11. a) Eine bijektive, lineare AbildungvonV auf W heit (Vektorraum-) Iso-
morphismus , V ist isomorphzu W, V = wil.

b) f 2 Hom(V; V) heit Endomorphismus von V. Fur Hom(V;V) schreibt man Endk (V).

X1 ) - 2X1

Beispiel: f : 21  2f( %o 1y,
3

Satz 11.12. a) idy ist ein Vektorraum-lsomorphismus.

b) Sindf :V! Wundg:U! V Vektorraum-lsomorphismen,dann auchf g.

c)Istf : V! W ein Vektorraum-lsomorphismus,dannist f *:W ! V ein Vektorraum-
Isomorphismus

Bew eis:

a) klar

b) klar

c) f bijektiv ) f  bijektiv
f :linear. z.Z.: f ! linear.
Seienw; w°2 W;a;a%2 K. Weil f bijektiv ist, gibt esv;¥°2 V mit f (v¥) = wund f (¥) = w.
f Y(aw+a®w)=a v+a ¥
(fav+a®¥W=af@+a f(¥)=a w+ a’ w

Dier Isomorphismusbezietungist eine Aquivalenzrelation (d.h. sieist re exiv, symmetrisch,
transitiv).

selten wird auch die SchreibweiseV ' W verwendet
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Satz 11.13. SeidimV < 1. n := dmV > 0. Dann ist V isomorph mit K". (Es gilt

V = K"
Bew eis:
Wir konstruieren einen Isomorphismus von K" auf V.
Da dimV = n gibt eseineBasisB = fw;:::;¥ygvon K.
0 1
ap
X
f(@: K=" a v
an J=
a) f ist linear.
! ! !
ai by aai+bb;
f(a o+ b o )=f1( : )
a.n bn aan';'bbn
X
= (aa+bh)w
i=1
X X
—a a ¥+b
i=1 j=1
!
ax
=af( : )+b f(
an

ap by
fC 0 )=1( @ )y
an bn
X X X
a vw= b wy (a
i=1 i=1 i=1
! !
a by
B ist linear unabhangig. Also a; = by . Somit L= :
an b
c) f ist surjektiv.
Seiv 2 V. Pa B ein Erzeugendensystenist, gilt a;;:::;a, 2 K mit v =
a; *
git f( : )=w
an

)

b) =0y a b =0furallei

P, _
iz1 & ¥. Somit

f ist Isomorphismus zwischen K" und V. Somit ist f ! ein Isomorphismus zwischen V und

K",
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x 12 Kern und Rang einer linearen Abbildung

Es seiK ein Korper, V; W Vektorraume uber K .

Es seienM ;N Mengen,f :M ! NundM® M. f(MY;f(M9Y := ff (x)jx 2 M% ,Bild
von M ®unter f\.

Fur NO© N seif (N9 :=fx2 Mjf (x) 2 N% (,Urbild von N °unter f\).

f ist surjektiv genaudann, wennf (M) = N.

De nition 12.1. Seif :V ! W, linear

(i) Kernf = f¥2V :f(¥) =109

(i) Bildf = f(v)
Satz 12.2. Seif :V ! W, linear. Dann gilt:
a) Kernf ist ein Untervektorraum von V
b) Bild f ist ein Untervektorraum von W
Bew eis:

a) Seienv;¥°2 Kernf; a;a’2 K. Dann f (av+ a%% = a(f (v)) + aAf (v)) = a 0+ a’ 9= 0.
a v+ a ¥2 Kernf .

b) Seienw;w°2 Bild f; a;a2 K. Esgibt ¥;¥°2 V, sodassf (¥) = w;f (v = wC.
aw+a wl=a f(v)+a® f(¥) = f(l';\ \H{Zao v}o) a w+a wl2Bildf.

2V
Beispiel:
1L.p:K"l K™ (m n
p ( ) 0 1
0
0 1
ag
p(@:ﬁ): ap am Kermnp=f aO Tam+1;iiam 2 Kg Bildp= K™
) m+1
an :
an
2.
0 1
1 iz1+ 2o+ z3
.3 2. Ay =
f: 31 C% f(@pA): 20+ 320 (29 @
Z3
n o, o]
Kernf = 0o :z 2 (erhalt man, indem man das Gleichungssystemausf gleich
null setzt)
0 0
1+3 i 1 i O .
f( o )= 0 f(i): . ) Bidf= 2

Satz 12.3 (Injektivit atskriterium  (ein-eindeutig)).  Eine lineare Abbildungf : V! W
ist injektiv genaudann, wenn Kernf = f0g.
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Bew eis:
) Seif injektiv. 92 Kernf gilt immer. Aus f (¥) = Ow = f (Ow) und der injektiviteat folgt
v= 0. Kernf = f0g.

( Esgelte Kernf = f0g. Angenommenf = f0 g. Angenommenf (v) = f (¥%. Somit
f(w)=f(¥)=0.f(v ¥9)=0.Alsov ¥=0y v=+° O

Satz 12.4. Seif : V! W, linear.
a) Ist E ein Erzeugendensystenvon V, dannf (E) ein Erzeugendensystenvon f (V) = Bild f .
b) Sind v1;:::;%y 2 V linear abhangig, dannn sind f (wy);:::;f (¥n) linear abhpangig.

c) Seif injektiv. Ist M eine linear unabhangige Teilmengevon V, dannist f (M) eine linear
unabhangige Teilmengevon W.

Bew eis:
a) z.Z. Jedesw 2 f (V) gehert zu Lin(f (E)).

P
w2 f(V), dh esgbtv2V mitd(v)=w. v2LnE. D.h. v= i":l aivi;v 2 E;a 2
K.ow=f®=f( L aw= 1 af®:;f(w) 2 f(E), dh. w2 Linf(E);f(V) =
Lin f (E).

. P m . . . P m P m H
b) Esqilt 2, a w = 0,9 (a 6 0). Somit gilt Z; af(w)=f( ;.; & %)= 0. Somit

c)M = ;) f(M)=; { linear unabhangig nach De nition.

H P m m P m H P m
Sei jzp @ Wi = 0= ;& f(w)=0=1f( ;& w) Nach[lZ3gilt ., av;=0
weil f injektiv ist. Da alle ¥ linear unabhangig sind folgt, dassall a; = 0. Somit wy;:::;Wn
linear unabhangig.

Korrollar  12.5. Ist f ein IsomorphismuszwischenV und W und B eine Basis von V, dann
ist f (B) eine Basis von W.

Bew eis:
[Z34a), IZ4b) und f (V) = W ergelen die Behauptung. O

Satz 12.6. Gilt dmV <1 ,danngilt V=W, dimV = dimW.

Bew eis:
Sein = dimV.

( dmV =n=dmW. SomitV = K"=W. AlsoV = W.

) V = W gelte. Nach [[Z3 gilt: Ist B Basis von V, dann ist auch f (B) Basis von V.
dimW = jBj = jf(B)j = dimW.
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Satz 12.7 (Dimensionsformel fur lineare Abbildungen). Es geltedimV < 1. Ist
f:V! W linear, dann gilt

dimBild f + dimKernf = dimV :

Bew eis:

dimKernf < 1 , weil Kernf Untervektorraum von V. SeiB eine Basisvon V, dann st f (B)
ein Erzeugendensystenvon f (V). f (B) ist endlich und dimf (V) jf (B)j. Also dim Bild f <
1.

Wir setzen:
p := dim Kern f g:= dimBild f :
Es seifty;:::;tpg eine Basis von Kernf und fwy;:::;wyg eine Basis von Bild f. Es seien
¥1; 1M Urbilder von wi;::i;wq entsprechend. Zu zeigenist, dassftig;:::;tp;¥1; 1 %0

eine Basisvon V ist.

a) linear unabhangig:

Es sei
x xa
a o+ bh » =0
i=1 j=1
x xd X xa xd
0= f( a t+ b w)-= a f(w)+ b f(vy) = B w
i=1 i=1 i=1 =0 j=1 i=1

Somit sind alle b = 0, weil wy;:::;wq eine Basisist. Somit =1 @i = 0. Da ti1;:::;thp

eine Basisist, sind auch alle a; = 0.
b) Zu zeigen:fuy;: . ;thy;¥1; 1 ;¥q0 ist ein Erzeugendensystem von V.

Seiv2Vif(w=" [ w.fw=Ff(C b w)

Seiv’:=v L b v.

f()=~f) f( jq:l b w)=0.

w02 Kernf.

w0 = ip:1 a; t.

Py P q
¥v= L& ti+ j=1h w.

D.h. 2 Lin(tq; 1t %15 0015 ¥g); ¥ beliebigaus V. Als ist ftiy;:::;tpg ein Erzeugenden-
systemvon V.

a) und b) zusammenergeben, dassftty;:::; thp; ¥1; 11 ;%0 eineBasisvon V ist. Esgilt also

+g=dmV

p
dim}é +hildf = dimV

f:V! W; dmV = dimKernf + dim Bild f
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Korrollar 12.8. Es geltedimV < 1 ;dimW < 1.
Dann gilt:

a) Wenn dimV > dim W, dann existiert keine injektive, lineare AbbildungvonV in W.
b) Wenn dimW > dimV, dann existiert keine surjektive Abbildungvon V in W.

Bew eis:

a) Wearef : V! W linear und injektiv, dann werde gelten:

dimV > dimWwW dimBild f = dimBild f + dimKernf = dimV  { Widerspruch.

b) Seif : V! W linear und surjektiv.
dimW > dimV = dimBild f + dmKernf dimW { Widerspruch. O

Satz 12.9. EsgeltedimV < 1 ;dimW < 1 mit dimV = dimW. Fur eine lineare Abbildung
f : V! W sind folgendeAussagenaquivalent:

(i) f ist injektiv.

(iiy f ist surjektiv.

(iii) f ist bijektiv.

Bew eis:

(1)) (i) dmKernf = 0. dimV = dimBild f + dimKernf = dim W.

(ii)) (i) dmBidf = dmW = dmV = dimBildf + dmKernf y dimKernf = 0 $
Kernf = f0g. Also f injektiv.

(i), (i); (i )) ()i )) (i)

@iy~ (i)) (i) O

Beispiele:

1) Farw2 Vsei :K ! V; w(a):=a w.
w ist linear: y(@ab+ta®P)=(ab+ta®P) w=a(bw)+a’ (FPw)=a w+a (P

w 6 0;  injektiv: w@)= w(@), a w=a w, fal{zagg w = 0.
=0

w Surjektiv , dim V = 1: dimBild , + dimKern , = dmK = 1,  surjektiv
, dimV.

ieni P .3 2. 21 . iz1+2zp+12z3
2) Unser (2)-Beispiel von Seitel/Q f : I Cof( 22 )=

z1+3 2, iZ3

Kernf =f ° jz2 g=fz (1)i jiz2 g

1z

_OoF

vi= ;Kernf = Lin(v)) dimKernf = 1. 3= 1+ 9MBUWTL ¢ igt surjektiv.
De nition  12.10 (Rang einer linearen Abbildung). Seif :V ! W linear.

Rangf := dim Bild f
= dimf (V)
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Klar: Rangf = Rang(f (V))
Satz 12.11. Seif : V! W linear.
a) dimKernf = dimV  Rangf
b) 0 Rangf min(dim V;dim W)
Bew eis:

a) klar

b) 0 Rangf;Rangf dimV, siehea)
Rangf dimW, daf (V) Untervektorraum von W.

De nition  12.12. Seif :M ! N eine Abbildungund M® M. Die Einschre ankung von
f auf MO(f ) ist die Abbildung

fgo MO NGE | o(x) = f(x) fur x 2 M°

MO

Lemma 12.13. Seif :V ! W linear und U Untervektorraumvon V. Dann ist f U ul! w
linear und Kernf , = Kernf \ U; Bild f , = f (U).

Satz 12.14. Seif : V! W linear, g: U! V linear. Dann gilt:

a) Rang(f g) = Rang(f g) = Rang(g) dim(Kern f \ Bild h)

b) Rangf + Rangg dimV Rang(f g) min(Rangf;Rangg)

Bew eis:

a) fii=1 g4 o f1:09(U)! W linear (siehelZ13 ) Rangf; existiert.

Bild(f g)= (f g)(U)=f(g(U)) = f (Bild g) = Bild f;.
Rang(f g) = Rangfi; = dim(Bild g) dim(Kern fi) = Rangg dim(Kernf \ Bild g)

b) Rangf g Rangg, siehea).
Rangf g Rangf (weilBildf g=f(g(U)) f(U))ly Rangf g min(Rangg;Rangf)
Rangf g= Rangg dim(Kernf \ Bild g)
siehe a)
Rangg= Rangf g= dim(Kernf \ Bildg) dimKernf =dimV Rangf
Rangg Rangf dimV Rangf

Rangg+ Rangf = dimV Rangf g O
|
X1
Satz 12.15. Esseienm;n 2 ; wg;::i;% 2 K™, Dannist f : K" I K™; f( : ) =
P Xn
i”:l X; % eine lineare Abbildungmit Rangf = Rang(vy;:::;ws)
Bew eis: | ! I
X1 Y1 s} | s} . s} . X1
fa : +b = )= g@i+tby)w=a xw+tb yivi=af( : )+
Xn | Yn Xn
X1 :
b f( : ).
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Satz 12.16 (Dimensionsformel fur homogene lineare Gleic hungssysteme). Es seien
m;n2 ;v 2 K™ und Gg das homagyenelineare Gleichungssystem:

X0
Xi % =0
i=1

(in Vektorscheibweise). Dann gilt

RangL (Gp) = dimL(Gp) = n  Rang(wi;:::;¥m):

Bew eis:x ]

1

P
Seif ( : ):= L, xi w. Esgilt L(Gp) = Kemf.

I?a{r%gt} + fjim Ifzernf} = ny dashomogenelineare Gleichungssystemist univeselllosbar.
n

m m

Bemerkung Ist Go homogeneslineares Gleichungssystemvon m Gleichungenin n Unbe-
kannten, so st

dmL(Gg) n m:
Unbekannte  Gleichungen

(d.h. bei funf Unbekannten und einer Gleichung kann man vier freie Parameter erwarten)
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x 13 Matrizen

Es bezeitine K einenKorper.

De nition 13.1. a) Eine Matrix vom Typ (m;n) (kurz: m n-Matrix) ist ein Schemader

Gestalt
g i E 1)

mta; 2K; 1 i m; 1 j n.

b) Sei A eine Matrix ([I3J). Dann wird fur A auch(a; )1 i m; 1 j n geschrielen. Der erste
(untere) Index gibt die Zeile an, in der das Element steht (,,Zeilenindex), der zweitere
(untere) Index die Spalte (,, Spaltenindex).

c) Zwei Matrizen A und B sind gleich, wenn sie vom gleichenTyp sind und fur alle a; = by

i 00
gilt. ((50)& 900 )

d) Mit Matm., (K) soll die Mengealler m n-Matrizen (uber K) bezeichnetwerden.

Bemerkung  (Spezialfalle fur m und n)

a) (n = 1) Eine m 1-Matrix ist gleich einem m-dimensionalen Spaltervektor. Es gilt
Matm;l(K) =KM™,

b) (m = 1) SeiKy = f(as;:::;an) : & 2 Kg((a1;:::;an) { n-dimensionaler Zeilervektor).
Esgilt: Mat1,(K) = Kp.

¢) (m = n) n n-Matrizen hei en quadratisc h. Mat,(K) := Maty., (K).
d) (M = n=1) Maty(K)=K!=K;="f(a):a2 Kg. Wir identi zieren Mat(K) mit K.

De nition  13.2. + SeiA = (&) 2 Mat,(K). Dann heit der n-dimensionale Zeilenvektor

De nition  13.3 (Spezielle Matrizen). a) Eine Diagonalmatrix ist eine quadmatische Ma-

trix der Gestalt:
O P 1

di1 0 0
%}O dop 11t O§
0 0 ::: dm

A= (aj) mita; =0furi6j.
b) Nul Imatrix (vom Typ m;n) ist die m n-Matrix mit allen a; = 0. Symlol: m;n[]

c) Die Einheitsmatrix vom Typ n ist die Matrix der Gestalt

1
1 0 ::: 0
0O 1 ::: O
n= B - :
0O ::: 0 1

eigertlic h eine 0 mit einem Schreagstrich innen, im link en oberen Viertel. Bis ich so ein Symbol gefunden habe,
muss noch  herhalten...
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De nition  13.4. Esseiena2 K und A; B 2 Matm, (K). Dannist (A = (& ); B = (b))
A+ B = (aj + by) 2 Matm, (K)
und heit Summe von A und B, + nennt man Matrizenaddition
a A:=(a a;)
a A heit dasa-fachevon A, ist die skalare Multiplikation.

De nition  13.5. EsseiA 2 Matm; (U); A = (& ). Gilt fur alle a; = 0, au er genaueinem
aj = 1, dann heit A Matrixeinheit , Symiol: Epq.

(
] _ 0: iep_j6q

Das Kronec ker-Sym bol

) 1: i=]j
Y00 i8]

n=(ij)lin;1j n
Epg=(ip ja)ii m1j n

Satz 13.6. a) Die Menge Mat ., (K) zusammenmit der Matrizenaddition und der skalaren
Multiplikation bilden einen K -Vektorraum mit  ;, als Nullelement,A = (a; ) und A :=

( a).
b) Fur A = (aij )10 omo1 i n gilt

XX

A= anq Epq (13.2)

p=1 g=1

c) fEpq:1 p m;1 g ng bildet eine Basis fur Maty,;, (K).

Bew eis:
klar

Somit gilt dim(Mat ., (K)) = m n

13.1 Spaltenrang und Zeilenrang einer Matrix
SeiA = (g ) 2 Matmn (K).

a) Dann hei en die Vektoren

0 10 1 0 1
a1 aio ain
%&1% _%aZZE _____ %aZnE
am1 am?2 Amn

P—P
Dopp elsumme: Lies (apq Epq)

81



Kapitel IV  Eigensdaften von linearen Abbildungen, Matrizen

Spalten vektoren von A. Diesesind ausK ™. Es gilt
0 1

i2;1 i n:

ay
A= (vviinvn) 2K o = ?@ :
am

(a1;a2;::am) = wi 2 K,

De nition  13.7. SeiA 2 Matmn (K). Dann ist der

Spaltenrang A := Rang(vqi;:::;¥)
Zeilenrang A = Rang(wi;:::;¥m)

Satz 13.8. SeiA 2 Matnn (K). Dann ist der SpaltenrangA = r genaudann, wenn
(i) Esgibtr viele Spltenvektoren von A, die linear unabhangig sind, und
(ii) beliebiger + 1-viele Spaltenvektoren sind linear unablangig
Analog fur den Zeilenrang von A.
(Beweis: M0 T3d)

Beispiel:  Spaltenrang 3 23 =2
Zur Lesungbasteln wir ein Gleichungssystemmit dem Nullvektor, alaa (3)+ b 73 +
c (3)=(3). Wenn ein Koe zien t nicht Null sein muss, wegstreiden, dann weiterversuden.

Die Zahl der ubrigen Koe zien ten ist dann der Rang. Oder ich habe was misswerstanden.

De nition  13.9. 1. SeiA 2 Maty., (K). Seir  min(m;n). Der r-dimensionale Zeilen-

vektor a;; ap; ::: @&, heit Hauptdiagonale von A.
2.
0 1
ain  az am1
ta = %812 az2
din  a2n Amn

(Zeilen und Spalten vertauscht)

Beispiel:
0 1 0 1
32 4 31 4
A=@ 1 0A; 'A=@ 1 2A
4 2 2 4 0 2
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'A = Spiegelungan der Hauptdiagonalenheit ,A transpniert\ oder ,die Transpnierte
von A\, A! 'A nennt man Transposition. A 2 Matm, (K)) 'A 2 Matym, (K).

Es seienvy; ., ¥, Smltenvektoenvon A. A = (v1;:::;¥,)
0,1 0 1
V1 a;
tA:éfg V1=%>5£) W= a;; il am
Wy am

Satz 13.10. Die Transpsition ist ein Vektorraumisomorphismusvon Mat m:n (K ) auf Matn.m (K).

Bew eis:

‘a A+bB)=a A+b B: ('A)=A

Satz 13.11 (Ranggleic hheit). Fur jede Matrix A 2 Mat ., (K) gilt:

SpaltenrangA = ZeilenrangA

Bew eis:
Es seir := ZeilenrangA; s := SpaltenrangA.

Angenommenr > s. A= (@)1 i m1j n- A= (¥;010%) = .. v { Spaltervek-

tm
toren 2 K™, o { Zeilervektoren2 K",

Go : a; x =01 S (??)

hat. Es seixy;:::;X, eine nichttriviale Leosung.
(i) %,;:::;w, ist ein Erzeugendensystem
xs
¥ = b % 1 j n
=1
X
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(iif) Wir betrachten nur die Indizesi =i .

X X x
&j X = B & X
=1 =1 =1
I {z }
()

X x

= b a; X
=1 =1
X X

= h a j X
=1 =1
x3 X

= lq a j X
T

22

xs

= L‘! 0
=1

=0

In Vektorschreibweise:x;1 tj1+ Xz i+  +X; ty = 0y thy;::
Widerspruch.
Somitr = s.

De nition  13.12. SeiA 2 Matmn (K). Wir de nieren:

RangA := SpaltenrangA = ZeilenrangA

Klar: RangA = Rang ‘A min(m; n).
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x 14 Elementare Umform ungen von Matrizen

EsseiK ein Korper, m;n 2 . Es soll der Rang einer Matrix bestimmt werden.

b) r = Rang(vy; ity %, il Wi iliv)
i-Stel le j -Stel le

c) Fur 1 k;I  p;(K 8 1) gibtesr = Rang(¥y;: ;% + W18, 000 %),

Bew eis:
xP xP Xk
a) Xi ¥ = Xi ¥+ — W
i=1 i=1 ¢
i6'k

b) Die Vektoraddition ist kommutativ.

M  Lin(M9%) Lin(M) Lin(M9
v;(i6K)2M w=1 (w+ww+(1 wy w2LnM)y LnM?% LnM)y
Lin(M) = Lin(M9).

De nition  14.2. a) Jede der folgenden, auf eine m n-Matrix wmber K anwendlaren Opera-
tionen, die wieder eine m n-Matrix liefert:
EZU 1) Addition einer Zeile zu einer anderen Zeile
EZU 2) Multiplikation einer Zeile mit einem von Null verschielenen Skalar
EZU 3) Vertauschungzweier Zeilen
EZU 4) Addition einer Linearkombination vonr Zeilen (1 r m) zu einer von dieser
verschiglenen Zeile
hei en elementar e Zeilenumformungen
Eine Iter ation elementar er Zeilenumformungen ist eine mehrfache Hintereinander-
ausfuhrung von elementaen Zeilenumformungen.

b) Analog sind die elementar en Spaltenumformungen ESU 1{ESU 4 de niert.

c) Eine elementar e Umformung ist eine elementae Zeilen- oder Spaltenumformung.

Schreib weise:
I A9 (zur i-ten Zeile wird die j -te Zeile addiert)

Zi! Zi +Zi

A I A9 (die n-te Zeile wird mit a multipliziert)
Zi! a Zi

A . I A (die i-te und die j -te Zeile werden untereinander vertauscht)
Zi$ Z

A I A9 (zur i-ten Zeile wird das a-fache der j -ten Zeile addiert)
Zi! Zi+aZ;

(Analog fur Spalten)
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11 , 00 , 00

Beispiel: ! !
P 11 z412,2z, 11 5125, 21

Satz 14.3 (In varianzsatz). Der Rang einer Matrix bleibt unter Ein uss iterierter elemen-
tarer Umformungen unverandert.
Beweis siehe[lZ]

Satz 14.4. SeiA 2 Matmn (K)undr 2 mit r  min(m;n). Dann sind folgende Aussagen
aquivalent:

() RangA =r
(i) Al A%(durchelementae Zeilenumformungenund Spaltenvertauschungen)mit A' gleich
0 1
1 o
0 1
o o0 . (14.1)
0 : 0 1
0 Triiii 0
mit = beliebigesElement aus K und r-vielen Zeilen vor 0:::0.

(i) A! Al (der Gestalt (IZ1)) [kann] durch elementale Umformungen erhalten werden

(iv) Al A%(durch elementae Umformungen mit A®gleich der , Blockmatrix\

' wner (14.2)

m r;r m r;n or

Bew eis:
Wir zeigen(i)) (ii)) (ii)) (v)) ().
(i)) (i) Wir haben EZU 1{4, ESU 3.
r=0:A= =A°
r> 0:
Durch Vertauschung von Zeilen und Spalten erhalten wir a;; 6 O.
1. Zeile wird mit i multipliziert. Dann gilt in der neuenMatrix a;; = 1:

0 1
1
a B €
1. Zeile wird mt a;j; multipliziert und zur i-ten Zeile addiert. Fur allei = z;:::;m
0 1
1 :
0 :
A ! B .
Zi! Zi aj1 21 : . D
0

(Induktion)
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Fur D wird die vorhergehendeUmformung vorausgesetzt. Am Ende erhalten wir:

0 1
1
0 1
0 1
A=
00 0O 0 1
0 RS 0
0 A 0
mit s Zeilen (grau hinterlegt) ungleich (0:::0), die als Vektoren u;:::us bezeidinet
werden.
P
RangA®= s. pie Vektoren t1;:::;ts sind linear unabhangig, ergeken iszl Xi o = 0.
Daraus folgt: iS:]_ Xi Hi1p Oy (d = (d”i1;:::;thn)) Xz uip = 0, weil tj; = 0;i > 1.
Aus tt11 = 1 folgt x; = O. iszl Xi tiz= 0= X1 U1+ X2 diz+ x3 0+ =X,=0
0 1
und soweiter X3 = x4 = Xs = 0.
r = RangA = RangA®= sy r =s.
(it)) (i) Kklar, da (iii ) mehr Methoden enthealt
(iii)) (iv) Wir haben
0 1 0 1
1
0 1 0 1
0 1 0 1
A = |
00 0O O 1 000 0 1
0 A 0 0 SN 0
0 A 0 0 S 0
A I A%usw. und erhalten (schematisch!)
21! 21 a1222
0 1
1 0 O
% 0 . 0 §
0O 0 1
0 0|0

Durch entsprechende Spalterumformungen erhalten wir (IZ3).

(iv)) (i) Angenommen,wir habenA auf die Form (IZ2) gebradit (" R ). Dann
gilt RangA®= r. RangA = RangA°=ry RangA=r
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Beispiel
3 5 3 5 3 5
4 7 1 z11 iz, 4 7 1 Zo! Z, 474 0 3 11 7,0 17, 0 1 3
gereigt zur Rangbestimmung: Rang?2
Bemerkung: Fer A 2 Mat,(K) gilt RangA = ngdwA ! n hur durch EZU 1{4 und

ESU 3.

14.1 Rangb estimm ung von Matrizen mittels elementarer
Umform ungen

Tednik der Rangbestimmung:
Zur Rangbestimmung reicht (IZ1) aus.
Zur Rangbestimmung beliebige Umformungen anwenden.
Es durfen mehrere elemertare Umformungen gleichzeitig gerutzt werden.

Auf der Hauptdiagonalen brauchen nicht nur 1 zu stehen. Wichtig ist, dassa; 6 0!

Beispiel
0 1 1
18 2 7 5 5 16 4
A_% 2 4 1 1§ %1 %1 4 1 1
T@6 12 3 3A g, 12 3 3 Z1 zl+922 0 0
0 20 1 10 1 20O 1 10 2% Zs+3122 20 1 10
0 34 16 4 1 4 1 1
1 4 1 1§ %o 34 16 4
| | =
252, @0 20 1 10K ;4. @0 20 1 10K RaNGA=3
0 0 0 O 0 0 0 ©
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x 15 Lineare Gleic hungssysteme und
Matrizen umform ungen

Es seiK ein Korper.
15.1 (Das Gau sc he Eliminationsv erfahren).
+ amXn = b

G: i
+ +  @mn Xn bm

Gegelen sei dasLineare Gleichungssystem:

Aufgab e: Alle Lesungenvon G nden, wolei a; ;3 2 K.

1. Schritt: ~ Nimm die erste Gleichung.
(i) Alle aj und by sind 0, gehezur zweiten Gleichung.
(i) Alleay = Oundb; 6 0. Dann hat G keine Losung.
(i) Ein a; 6 0.
2. Schritt:  De nier e X§ := X; xJO = X1 0= x;:i6 Lj.
Dann erhalten wir

ajxP+  +auxP+  +anmxy = b
Go_ 60
am X§+  +anix’+  +amxy = b

(i) Teile die 1. Gleichungdurch ay; .

3. Schritt:
(i) Addiere zur i-ten Gleichung das %-fach der 1. Gleichung.
Wir haken
x§ +2x§ 4= |
GOO- ayhxy +: =
' Toiiiiiiin G000
afoxg + =
Die Lesungsmengeson G ist gleich der Losungsmengevon G (bis auf die Rei-
henfolge). Das Losen von G? reduziert sich auf das Lesen von G°plus der
Bedingung
x10=  H2,0 LIV (?)
ayj agj ayj
(Induktion)  Wende auf G°? die obige Methode an.

i) G ist nicht leskar, wenn eine Gleichung entsteht, die auf der linken Seite nur 0 als Koef-
zient hat, auf der rechten Seite nicht O hat.

i) Wir erhalten eine Gleichung der Form:

(N>mM) CnrYr+ Cors1¥rer + + CmnYn=1
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(n m) Wir habken Gleichungen:

Cn Yn =

Cmn Yn = Oh

Widersprechen sich zwei Gleichungen, dann hat G keine Losung. Somit gibt es fur y,
genaueine Losung. Alle anderen y; kennen daraus ermittelt werden (nach (&)).

DiesesVerfahren heit Gau scher Algorithmus .
Denition  15.2. Gegelen sei das Lineare Gleichungssystem
X] .
G: & xj=hbh (1 j m:
j=1
by

A= (&)1 i m1j n heit Koe zientenmatrix von G und w = : heit die rechte
brm
Seite von G.

G=G(A;w); A2Matm,(K) w2K™

15.1 Praktisc he Anwendung des Gau sc hen Algorithm us
1) Gegelen sei

2X1 3Xy +bx3 = 1
44X, +7 X2 X3 = 2
Koe zien tenmatrix | Redte Seite | Umformung
X1 X2 X3
2 3 5 1 Z1! 37,
4 7 1 2
1 3 > T1Z,0 2, 4z4
4 7 1 2
13 2 2| 4l 52
0 13 11 4
1 3 5 I
2 i £
1

: . H — 11 4 -1 3 5 -1 3 11
\éVlr erhlalter1l.6x3 frei wahlbar, X = X3 3, X1= 5+ 5X2 3X3= 5+ 5 X3 13
2X3= 35 13X3:

2) Essoll dasuber K =  gebildete Lineare Gleichungssystem
4x4 +6 X3 2X4 = 4
G: 31 2X2 +2x4 = 5
X2 2X3 +X4 = 2

mittels des Gau schen Algorithm us gelest werden.

Koe zien tenmatrix
X1 X2 X3 X4

RS ‘ Umformungen

90



x 15 Lineare Gleichungssystemeund Matrizenumformungen

4 0 6 2 4

3 2 0 2 5 Z1$ Z3
0 1 2 1 2

0 1 2 1 2

s 2 0 2 S S$1$ S
4 0 6 2 4
X2 X1 X3 Xa

1 0 2 1 2 Z3! %23
2 3 0 2 512y Z,+2 Zy _
0 4 6 2 4

1 0 2 1 2

0 3 4 4 9 Zo! Zy, Z3
0 2 3 1 2

1 0 2 1 2

0 1 7 5 7| Z3! Zz 2 Zp
0 2 3 1 2

1 0 2 1 2

0 1 7 5 7 Z3! %Zs
0 0 17 11 12

1 0 2 1 2

0 1 7 5 7

0 0 1 % %

Anmerkung

Die prufungsreleanten Kapitel 1{4 sind damit abgeslossen.
Kapitel 5: Matrizenrechnung wird wohl nicht vor Mitte Mearz erganzt.

Thorsten

Fuhrt man wie hier zwei Umform ungen in einem Schritt aus, so mussen die Umform ungen voneinander unab-
hengig sein.
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Anmerkung

DiesesKapitel wurde zum Teil im Rahmen der ,Mathematik fur Informatik er 1\
im WS gehalten, namlich bis einsdlie lic h der Bemerkung nach der De nition [IZ3
der GeneralLinear Group, Seite[l02 Der Restfolgt dannim kommendenSemester
in ,Mathematik fur Informatiker 2. Das Kapitel wird vollstandig im Rahmen
der letztgenannten Veranstaltung abgepmift, der prefungsrelexante Sto fur das
WS 1999/2000endete mit Kapitel IV.

Thorsten Vitt
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Kapitel V Matrizenrechnung

X 16 Matrizenm ultiplik ation

Es seiK ein Korper, m;n; p;q;r;s 2

De nition  16.1. EsseiA = (&; ) 2 Matm;y (K) und B = (Ij ) 2 Maty, (K). Dann heit die

Matrix
!

Ais bsj (16.1)
s=1 1im1ijop

X

Matrixpr odukt von A und B. Schreibweise:A B.

Bemerkungen und Beispiele

1) Die Matrixm ultiplik ation ist eineVerknupfung: Matm; n (K) Mat,p(K) ! Maty,p (K) mit
der Vorschrift [I&7J). Dieseist nur fur Matrizenpaare erklart, bei der die Spaltenanzahlder
linken Matrix gleich der Zeilenanzahlder rechten ist.

2)
0 a a 1
11 1n 0 1
: P11 by bip
aj1 Ain : .
. h’]l bnj bnp
am1 Amn
An der Stelle(i,*j/_(?eile, Spalte): a1 by + a2 by + +an by
3)
0 o
@z g)A _ a+ b+ ¢ a+ P+ &
0 0 0 CCO_ 0O g+ Op+ O0¢ 004 O Py 00
(2:3) (3:2)
4)
0 A 1 AB 1
3 1 5 0 15 31 29 37
2 1 7§ @1 A 36 50
4 2 5 6 - 9 29
1 2 2 (3:2) 11 5
4:3) ’ :2)

B A ist nicht de niert!

Satz 16.2 (Eigensc haften der Matrizen-Multiplik  ation).
A (a B)=a (A B).

a) Die Matrizen-Multiplikation ist skalar vertreaglich, d.h. (a A) B
b) Die Matrizenmultiplikation ist linksdistributiv , d.h. (A+ A9 B=A B+ A° B.
c) Die Matrizenmultiplikation ist rechtsdistributiv. , d.h. A (B+B%=A B+ A BC
d) Die Matrizenmultiplikation ist assoziativ , d.h. (A B) C=A (B C).

e) Die Matrizenmultiplikation ist unitear, d.h. , A=A=A .
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x 16 Matrizenmultiplik ation

Bew eis:
a) A= (g ), B=(by) a2K.
(m;n) (m;p)
aA=(a &)
Pn Pn
(@A) B = ( s=1 A dis bsj)ij = a ( s=1 Glis bs; )

p l = a (A B)
( a abj) = A (aB)

b) A= (aj); A°= (af); B = (by)
(A+A9 B=(a +a)j (b)=( (asal) bj); =A B+A° B
c) analogzu b)

e)A?2 Matm;&(K); A= (a;)

m A= ( o i akj)l 0= (a)ij = A
p 1 IJ n
A n= ( E:]_ Aik kj)ij = (aij )i;i = A[]
d (A B) CZA (B C)
A= (a) BHm;n) - (a0 :
B=() (mp QBC = Ea'»)) ((rr:];,qg)
C=(c) (p;a :
(A B) C=(a)) (c) |
o !
= af '
k=1 11 m
1 |
x X
= a bk g
k=1 =1 |
X X '
= a bk o (?)
k=1 =1 i
!
A (B C)=(a) ()= a b
N B X L XX '
= a; by Cyj = a by Ckj = (m)
=1 k=1 =1 k=1

Veranschaulic hung
Das bedeutet, das Summationszeitien kann vertauscht werden, wie an diesemBeispiel klar

wird:
1 6 3
3 4 +7
4 +6 = 10

Der sich wber die wundernde Leser sei an das Kronecker-Symbol erinnert, siehe S. Bl
Y Verkerzte Schreibweise: A (m; n) := A 2 Mat mn (K)
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Die Matrixm ultiplik ation ist nicht komm utativ.
A (m;n); B (n;p)=) A B existiert.
Gilt m 6 p, soist B A nicht de niert.
Gilt m = p, dann existiert B A: A (m;n); B (n;m) A B (m;m); B A (n;n).
Gilt m = n = p, dann braucht A B nicht gleich B A zu sein: Sei A = (§8); B =
(83 v A B=(3}%), aber E’;D é) = (33%) = 2. Am letzten Beispiel sielt man, dass

auch die Nullteilerfreiheit nicht gegeten ist.

Spezialf alle
A (m;n); B (mp)

a) m beliebig,n=p=1

0o 1
ag
A=B: K 2K™= Matp,(K)
am
B = 8a)2 Kl=K = Maty1(K)=K;
1
a; a 0 1
a, a a ai
A B=% _ gzé : K=anA
an a a anm
b) m; p beliebig,n =1
0 1
a
A=w= %g
am
B=w= (b;:::h) 0 1
Oal aby a1 agby
! 2y
A B=vw wz%;% (by;:iiiby) = : :
am am by NN amby
| Spaltervektor  Zeilervektor = Matrix |
c) m= p= 1, n beliebig |
bl.
Seit = (a1;:::;am); ¥ = - . Dannista ¥= ajb + axhp + + a,b,.
b
‘Zeilenvektor Spaltenvektor = Skalar‘
d) m;n beliebig,p= 1 |
a; -’
A= (aj)2Matmn (K); B=:  2Matma(K). B=1v2K"
0 an 1

a1 agtap at + ain ap
AB=Av=@ :
an1 a1t am2 axt + amn  an
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x 16 Matrizenmultiplik ation

al ' ar '
f:vI9i w, A . ist lineare Abbildung.
am am
16.3 (Die Vektorsc hreib weise der Matrizenm ultiplik ation). SeiA 2 Maty., (K); B 2
Mat n;p (K ).

0o 1
t
A= ?@ ; X t = (a1;:::;an ) = i-ter Zeilenvektor von A
u
" 0o 1
by
B = (v;:::5%) ¥ = %) : 2 = j-ter Spaltenvektor von B
Binj
Dann gilt
A B = (di Vi)l i m1ijp

0 0 1
: ai
: ] i
A &= (a) 1=—i-te Stelle = % . E
: Ani
0
Bemerkungen 16.4.
1) A2 Maty, (K); B 2 Maty,, (K).
‘A B)= B 'A
2.) Fur die Matrixeinheiten E; vom Typ (m; n) und Esx vom Typ (n; p) gilt:
EiEm;n) Eétn;p)z Ei(;{n:p) is
3.) Fur die quadiatische Matrix A 2 M at, (K ) sind folgende Aussagenaquivalent:

(i) 8B 2 Math,(K)A B=B A)
(i) A Ej =E; Aferallei;j2f1;:::;ng
(i) (9a2 K)YA=a )

16.1 Quadratisc he Matrizen vom Typ 2
SeiA= 2P 2 Maty(K).

detA := ad bc (Determinante)
SpurA = a+d

97



Kapitel V Matrizenrechnung

Satz 16.5. Fur A 2 Mat,(K):
a) RangA=0, A= ,
b) RangA =1, A6 ,"detA=0

c) RangA =2, detA6 0

Bew eis:
a) RangA = ¢, d.h. die Spaltervektoren bilden einen c-dimensionalenUntervektorraum.

RangA = 0,d.h. Lin((&); & )=fOgy a=b=c=d=0.
Lin(('§);(3)) = f0g) RangA = 0.

b) RangA = 1gdw(%); & linear abhangig sind, aber nicht beide sind ©. Das heit (%) =
x b oder & =x (%)
a= xbund c= xd: detA = ad bc= xbd bxd= 0. detA=0;, A6 ,y ad= c(sei
a6 0)d= 2 c
a b a b _ a p a _ b
c c ¢ 2 Ya ¢ 7 4
ist Linearkombination desersten Spaltervektorsy RangA = 1

A=Cd:

Zweiter Spaltenvekto

a
C

Solo

¢) Restmeglichkeit von a) und b)

Satz 16.6. Fur alle A; A°2 Mat,(K) gilt:

a) det(A A9 = detA detA°

b) Spur(A A% = Spur(A° A)

c) A’(= A A)= (SpurA) A (detA) -

d) SeiA* = (SpurA) , A. Danngilt A A* = A* A= (detA) Ll

16.2 Blo ckmatrizen

Esseienm;n 2 undr;s ganzeZahlenmit 0 r m; 0 s n.
Eine Blo ckmatrix vom Typ (m; n) der Stufe (r;s) ist eine quadratische Matrix des
Typs 2 der Gestalt

A1 Ap
Az A

mit
A11 2 Mat;s
A2 2 Mat,n s
Az 2 Maty 1

A22 2 Matm rn s-

Jemand rufe mir bitte in Erinnerung, wie man dieses Konstrukt ausspricht (,A hash?) bzw. ob es einen
Namen dafer gibt.
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x 16 Matrizenmultiplik ation

Furr=0: A= A;p Ap ,furs=0: A= An
Az
Eigensc haften
Ann Ap -
a2kK; A= , dann ist
Az A
a A= @ Aip a Agp

a A a Ap
SeienA und B vom gleichen Typ und gleicher Stufe:

A1+ B11 Ap+ By

A+ B =
A1+ Bo1 Axp+ B

A | Typ (m;n) Stufe(r;s)
B | Typ (n;p)  Stufe(s;t)

A1 Bii+ A Bt A B+ A B

A B =
A1 Biit+ Ay Bar Az B+ A B

Ubung

L, GCis 1, D 1, C+D

0s;r 1s 0 1 0 1

16.3 Matrizen und lineare Abbildungen
Satz 16.7.
a) Essei A 2 Matmn (K). Dann ist die Abbildung

ACKTE KM w2 KT CpA(W) = A v

linear, somit "o 2 Hom(K"; K ™).

c) Die Abbildung
T Matpn (K) ! Hom(K";K™)
ist linear.

d) Fur A 2 Matm, (K) und B 2 Maty, (K) gilt

Bew eis:

a) ((63a)) ‘a(@ )= A (@ v)=a (A v)=a "a(v). @BZc) alv+¥)= A (v+v)=

A v+ A ¥0="2()+ AW
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c) Wir zeigen:"aa+ps = a a+ b g (IEQAD)).
‘aa+bB(¥) = (@A+bB)(¥) = (aA) V+(bB)VIIGEZ ) a(Av)+b(B v) = a a(v)+bs(¥).

d) @EA) ss ()= (A B) v=A (B V)= A (g0 =A w= "aw)="a(s(¥) =

Ca ‘B)W

Korrollar 16.8. RangA = Rang a.
De nition  16.9. Fur A 2 Matmn (K):
Bild A := Bild "4
Kern A := Kern "4
RangA = Rang ' p := dimBild "

Beispiel
SeiA:= 111 2Matys( ).
0 1 0 1

Z1 Z1 .

. . + 7, + .

Al 312 CM@pAY= A @A = 1T 2T I g
Za Za 21+ 32, iz3
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X 17 Invertierbare Matrizen

De nition  17.1. Eine Matrix A 2 Mat,(K) heit invertierb ar, wenn A°2 Mat,(K) exis-
tiert mit

A A°=A° A=
Fur invertierbar sagt man auch regulear, nicht singulear .
Satz 17.2. Ist A invertierbar, dann gibt es genaueine Matrix A°mit A A°= A® A= .
Bew eis:
Existenz Gilt, weil A invertierbar.

Eindeutigk eit EsseienA%A®Matrizen und A° A= A A= A0 A=A AD= |
A0= , AC= (A® A) A0= A® (A AQ = AQ = A00 O

De nition  17.3. Sei A invertierbar. Die Matrix A9mit A A%°= A9 A= | heit inverse
Matrix von A und wird mit A ! bezeichnet.

Satz 17.4. Es seien A; B invertierbare Matrizen von Mat,(K) und a 2 K;a 6 0. Dann
gelten:

a) n ist invertierbar mit 1= .

b) A 1ist invertierbar mit (A 1) 1= A.

c) A B istregular mit (A B) =B ! A L

d) a A ist regular mit (a A) 1= 1 A L

e) 'A ist invertierbar und esgilt: ('A) 1= YA ).

Bew eis:

a n 0= ay L'=1

b) Esgit A1 A=1undA A =1 SomitA= (A 1) 1

c)(A By B*ALH=ABB?HAL=A , ALl=AAL= |
(B 1A' (AB)= ,y (AB)'=B!ALl

d@AlAY=@hH AAY= nEAY) @A=Ca (AL A= .

e) n = t n = t(A A l) = t(A l) tA
n = t n = t(A 1 A) = A t(A 1)_
(tA) 1 t(A 1)_ O

De nition  17.5 (GL,). Mit GL,(K) soll die Menge
GLy(K) :=fA 2 Matmn (K) : A ist regularg

bezeichnetwerden.
Es gilt:

n 2 GLn(K)
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A;B2GL,(K)) A B2GLy(K)

Die Matrizenmultiplikation ist die Verknupfung GL,(K) GLi(K)! GLx(K).
Die Matrizenmultiplikation ist assoziativ.

JedesElement besitzt ein Inverses.

. Dies sind die Eigenschafteneiner Grupp e. GL steht fur Gener al Line ar Group

Bemerkung

A;B 2GL,(K)6) (A+B)2GL,(K)(A+( A)= , st nicht regular).
_a b . . 1 d b
A= c d ;A = JeiA c a , A2 GLp(K).

Satz 17.6 (Aquiv alenzen zur Invertierbark eit). Fur P 2 Mat,,(K) sind folgendeAussa-
gen aquivalent:

(i) P ist invertierbar
(i) RangP = ntl
(ii) Die Smltenvektoren von P bilden eine Basis von K ".
(iv) Die lineare Abbildung
piKML KMyl Tp(W)=P ¥
ist surjektiv.
(V) “p ist injektiv.
(vi) “p ist bijektiv.
(vii) 9Q2 Mat,(K)Q P= 4,
(vii) 9Q 2 Mat,(K)P Q= , (Q ist dann gleichP 1)
[Beweis aus Zeitgrenden nicht gefuhrt]
De nition  17.7. Eine Menge G zusammenmit einer Verknupfung heit Grupp e, wenn
G1 st assoziativ(a (b ¢)=(a b ¢
G2 Es gibt eine e 2 G (neutr ales Element ) mit
) (Ba2G)(a e=e a=a)
) (8a2 G)(9b2 G)(a b=Db a=¢g
Beispiele
( ;4); ( nfOg;, ) sind Gruppen
Wenn (K ; +; ) ein Korper ist, dann sind (K;+) und (K nf0g; ) Gruppen
(GLn(K); ) ist Gruppe

Ende der Vorlesung ,Mathematik fur Informatik er 1\. Siehe Anmerkung auf Seite B3
Y Dieser Punkt ist insbesonderein der praktisc hen Arb eit (Rechnen mit Zahlenbeispielen) netzlich: Man be-
stimmt einfach den Rang, entspric ht er n, soist die Matrix reguler.
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17.1 Elementarmatrizen

De nition  17.8. Eine Elementarmatrix (der Ordnung n) ist eine Matrix aus Mat,(K) der
Gestalt:

a)
0 v 1
1 : :
R O
FM = 10 Ci-te Zeile
o -
j -te Spalte
b)

(n) I = B R o JUCINEI .
F, i ile
@ a i-te Zeile
0 )
100 _ ~(3 100 _ (@
Zum Beispiel ist 010 = F3; oder 0 20 = F7 ( 4).

Satz 17.9. Fur alle A 2 Mat, (K) sind folgendeAussagenaquivalent:

(i) A ist invertierbar.

(i) A kann allein durch iterierte Elementare Zeilenumformungenin die Einheitsmatrix wber-
fuhrt werden.

(i) A kann allein durch iterierte Elementare Spaltenumformungenin die Einheitsmatrix uber-
fuhrt werden.

(iv) A ist ein Produkt von Elementarmatrizen (n-ten Grades)

Achtung: Esist nicht erlaubt, Zeilen- und Spaltenumformungenzu mischen (sonstkann man
aus dieserUmformung nicht A ! bestimmen. Weldhe, ob Zeilen-. oder Spaltenrumformungen,

ist egal).

Praktisc he Anwendung: Um dasInverseeiner regularen Matrix zu bestimmen, fuhrt man
die Umformungen parallel mit der Einheitsmatrix aus, sowie in den folgendenBeispielen.

Beispiel 1:
0 1
1 1 2 3
_BO 1 11
A= 1 1
3 5 1 7
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oo

- O

[l NoNe]

— O OO

3S;
4S5,

S3 ! Ss3
S1$ S3
Sz
S3

Sz !

Spaltenumformungen
S, !

11

0

1
0

21

0
1
0
0
1

14

11
25
13
11
25

24
20

15
24

20
11

Nun verbleibt noch, den Hauptnenner auszuklammern,und wir erhalten

Beispiel 2:
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3 15 11 13 1 0 0 O Sal Sp 115
2 8 0 6 0 0 0 1
1 0 0 0 0 01 O
5 9 40 80 01 0 O
3 6 23 46 1 3 4 11
2 2 8 16 0 0 0 1

Man sielt in der letzten Tabellenzeile,dassdie Spalten 3 und 4 linear voneinanderabhangig
sind (2 Sz = Sy4). Also ist RangA < 4 (die Umformungen verandern den Rang ja nicht), und
damit ist die Matrix A nicht invertierbar (Satz [IZ4 (ii)).

Ubung

10 1+ i

1) A= 2 2 =

i 1 1 i1+i 1+
5 2+65i 4+30 i

2) A= i 13+4i 6+i_(nicht invertierbar)
4 2452 3+24 i

17.2 Basiswechsel

SeiV := K". Gegelven seiendie Basenxy;:::;%, und y1;:::;y, (von V). Dann gilt:
0 1 0 1
¥1 x1 30
%;E:A %X A2 Math(K); A= (a5; v = aj X
¥n %n J=

. F)n Pn
Seiv2V.¥= Vi X= W ¥.

Zusammenhang zwischen v; und w;

0 1 0 1 0 1
Y1 x1 X1
v= (Wil Wp) %);£=(W1;IZI;Wn) A %ﬂg=(V1;133?Vn) %)X
yn xn Xn
weil X1;:::; X, linear unabhangig: (v1;:::;%n) = (W1;:::;Wh) A
0 1 0o 1 0o 1 0 1
V1 W1 W1 Vi
Ai=Bik=AL BBk BikK=At Bk
Vn = Wh Wn Vn
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x 18 Lineare Gleic hungssysteme und der Matrizenk alkul

18.1 A) Lineare Gleic hungssysteme

a1Xy + +amxXn = b
1) G: soniiniiiiiin (explizit
8miX1 + + 8mXn = by
(2) j=1 &j Xj = b;i=1:::;m (Summenform)

(4) A x=w; A= (a )%= :
Xn
A { Koe zien tenmatrix, (a;w) { Erweiterte Koe zien tenmatrix

18.2 B) Losung des Linearen Gleic hungssystems
80 1 9
=

G heit
losbar, wennL(G) 6 ;
univ ersell losbar, wenn (8w 2 K™)(G mit w hat eine Losung

eindeutig losbar, wennL(G) aus genaueinem Vektor bestef.

18.3 C) Losungsmetho de
Gau sder Algorithm us (S.B89.)

18.4 D) Lwosbark eitskriterien

Satz 18.1 (Leosbark eitskriterien).  Gegelen sei dasLineare GleichungssystemG : A x = w
mit A 2 Matm, (K);w 2 K™ (n Unbekannte, m Gleichungen). Dann sind folgendeAussagen
aquivalent:

1.) G ist lostar
2.) RangA = Rang(A; w)

Bew eis: i !

Bild(A) := fA &:a2 K"g. Somitw 2 Bild(A), wennes : 2K" gibt mit w=A 4,
uz

d.h. &2 L(G).

) Esgibt 2 L(G),dh.w=A x.y w2Lin(»;:::;%)y RangA = Rang(A; w).
( RangA = Rang(A;w)y w2 Lin(¥;:::;%)y L(G) 6 ; O
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Satz 18.2 (Kriterium  fer univ erselle Losbark eit). Sei G wie in I8 Dann gilt folgende
Aquivalenz:

1.) G ist universel lostar.
2.) RangA=m

Bew eis:
1) 2 G ist universelllosbar, d.h. jeder Vektor w ausK ™ ist Linearkombination der Spalten-

Lin(wqy;: i) = K™, d.h. G ist universelllosbar. O

Satz 18.3 (Kriterium  fer eindeutige Losbark eit). Sei G wie in [[87 und leskar. Dann
gilt folgendeAquivalenz: Dann gilt folgendeAquivalenz:

1.) G ist eindeutig loskar.
2.) Kern A = f0g

Bew eis:
Kern(A) = szn A 2=0n0

1) 2 G ist eindeutig lesbar. D.h. L(G) = fag. L(G) = fu®+ z:22 L(G%g(t°2 L(G)) y
L(G% = fog. L(G®) = KernA.
2) 1f0g=KermnA=L(G%y L(G% =f0OgL(G) = fu+ 2z:22 L(G?q. O

Satz 18.4 (Kriterium  fur univ erselle, eindeutige Lwosung). Sei G wie in I8 Dann
gilt folgendeAquivalenz:

1.) G ist universel eindeutig, eindeutig loskar.

2.) m = n und A regular (invertierbar)

Bew eis:
1) 2 Sei G universell, eundeutig lesbar. Dann ist nach [82 Rang(A) = m und nach 83
Kern(A) = f0g. Dimensionsformel: n = Fim(Kern (A)i + Faqg(A? =m.
0 m

Somit ist A eine quadratische Matrix vom Typ m und hat den Rang m. Aus [IZ8 (i)
folgt: A ist regular.

2) 1 SeiA eine quadratische Matrix vom Typ n und invertierbar. Somit ist Rang(A) = n.

daraus folgt nach [[833 G ist eindeutig lesbar. RangA = m (RangA = n und m = n).
O

Satz 18.5.

(i) Fur A 2 Matny,., (K) bleibtdasBild von A bei Elementaren Spaltenumformungenerhalten.
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(i) Fer A 2 Matm:n (K) bleibtder Kern von A bei Elementaren Zeilenumformungenerhalten.

Bew eis:
(i)
0 « 1
0 1 !
X1
A I AT A x =A% xO x:%;ﬁxozaéxl
Si! aS;(a60) 2K 2K n :
Xn
Xn
0 1
X1
A LAY A %= A% 0 x0= axj xi & i-te Stelld]
Si! Si+Si .
Xn

Hier hat er irgendwas nachtreaglich korrigiert. Was genau?
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x 19 Determinan ten

JedemA 2 Mat, (K ) wird eine Zahl zugeordnet: Die Determinante jAj bzw. det(A) 2 K.

De nition  19.1 (P ermutation). Gegelen sei die Mengef1;2;:::;ng. Eine bijektive Abbil-
dung von dieser Menge auf sich heit Permutation (der Mengef1;:::;ng).

_ 1 2 3 i n
Jiod2 g oittgn fja;iijng=f1iing @
= Jr J2 s it n
j1:j2;::1;jn ist eine Umordnung der Folge 1;2;:::;n. Die Menge aller Permutationen von

Beispiel
= (3530 172 271 53=3; 4=4
JSnj = nl (jSaj = 24)
Es gibt eine Verknepfung zwischen Permutationen, quasi eine Verkettung:

1 2 3 123 _ 123
2 1 3 321 312
(Sn; ) ist eine Gruppe.

Denition 19.2. Sei 2 S,. heit gerade (ungerade), wenn die Anzahl der Paare (i; k)
mit

> k" i<k (2)

gerade (ungerade) ist.
Das Signum von 2 S, ist de niert als

(
+1: ist gerade
S =
g ) 1: ist ungerade
Beispiele
1.) Bei = (323 13) existierendie folgendenPaare(i; k) wiein [@): (3;1); (5;1); (3; 2); (4; 2); (5; 2); (5; 4).

Es sind derer sets, alsi ist  gerade.

2.) Eine Permutation 2 S, heit Transp osition , wenn zwei Zahleni und j (i 6 j)
vertauscht und alle anderengleichlasst:

B L S R T

FolgendaPaare erfullen ([@):
(i 1)
ale(;x) mt x=1i+121;:::;5 1
alle (x; i) mit x

1

+
=
=

Esgibt 2 (j i 1)+ 1 Paare, die (@ erfullen, also sind Transpositionen ungerade
Permutationen.
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De nition  19.3 (Determinan ten). Gegelen sei A 2 Mat,(K);A = (&)1 ij n. Wir be-
trachtennur solcheProdukte von n Elementenaus A, sadassgenauein Element aus jeder Zeile
und genauein Element aus jeder Spalte als Faktor auftritt und schreiben dafur

aij, a, anj,; j1 J2 it jn 2 Sy 3)
(Die Zuordnung@ $ 2 S, ist1{ 1)
Denition 19.4. A 2 Matp(K)

X
JAj = det(A) := sgn( ) a1, az, an ,
2s,

Ausfuhrliche Schreibweisefur jAj:

Beispiele
nN=1A= (amn);jAj=(+1) a1 =an

a a
2 A= 11 12

n=
ap1  ap2
JAj= (+1)ar ax+ ( 1) ap axn
4 5
= 13
1 2
n=3
!
a1 12 a3 A1 Q2
A= a1 Ay 3. . ap; a3
a1 @z da33 a3 as3
JAj = a11 ap agz+ ajp apz asy1t+ ajz ax as
Az Az2 Az A1 Az azx Az dz Az
JAj = a11 (a2 azz a3 azp) a2 (A as axs az1)+ aiz (81 as ax as)
_ a2 azs az1  azs ap1  ax
= an a2 + ais
azz as3 dz1 as3 az1  az2
Ubung
234 23 4
567 = 27, 0 42 = 46
891 1 15

19.5 (Eigensc haften der Determinan ten).
Satz 19.6. jAj =] 'A]
Satz 19.7.
(i) Bestehteine Spalte oder Zeile von A nur aus Nullen, dann ist jAj = 0.

(i) Sindin A zwei Zeilen oder zwei Spalten gleich, dann ist jAj = 0.
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(iii) Ist A eine Dreiecksmatrix, dann jAj = aj1 ax» ann -
Satz 19.8.
1) A I A% jAG = a jAj

Zi! aZi

2) A I A% jAG = | Aj
Zi$ Z;
(i6])

3) A A% AT = A
Zi! Zi+aZj

Satz 19.9. Sei A 2 Mat,,(K). Dann sind folgendeAussagenaquivalent:
(i) A ist invertierbar
(i) jAj6 O
Satz 19.10. Die Determinantenfunktion ist multiplikativ, d.h.
JAj jBj=JjA Bj

De nition  19.11 (Minor und Kofaktor). Gegefen sei A 2 Mat,(K);A = (ax). Mit Mj
soll die Matrix der Ordnungn 1 bezeichnetwerden, die aus A durch Weglassender i-ten
Zeile und der j -ten Spalte entsteht.

jMj j heit Minor des Elements a; . Der Kofaktor von aj ist der ,mit Vorzeichen
verseheneMinor\, BezeichnungAj :

A= D™ My

Beispiel

e
A= E31 Mu=GiMsi= 6An=( D (=6

Satz 19.12 (Entwicklungssatz). Es gilt

JAj= a1 Airt a1 A+ +an Ap oder auch
= alj Alj + a2j A2j + + anj Anj

Hin weis
[[@3 und [[E12 zusammenergeken eine praktische Methode zur Berechnung von Determinan-
ten. Taktik: A ! A%und in A hat eine Zeile oder Spalte die for 00:::010:::0 und dann

EU
Entwicklungssatz anwenden.

Beispjel:
@ 5 4 2 11 O1 2 O 51
A:%Z 3 1 §§_A | 0= %2----3 ----- 12§
5 7 3 21! Z1 27, 1 2 0] 3
1 2 1 4 L 521822 3 0o 2
BY,
1 25 Z_r {
A= AT > AP= ()P 195 = jBj= (D)7 § = (52+14)= 38
wobeiB = 1 7 3 ! 6 &% =: BO
312 7,072, 2z, 07 13

Z3! Z3 3Z:
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19.1 Die Adjunkte
SeiA 2 Mat, (K).

De nition  19.13. Die Transpnierte der Kofaktorena; ;1 i;j n heit Adjungierte von
A und wird mit adj(A) bezeichnet.

Beis@el 1
2 3 4 Ap=( 1 12 = 18 Apn= 11 Az = 10
A=@ 4 2A App=2 Apn=14 Agp= 4
1 1 5 A13 =4 A23 =5 A33 = 8
1
18 11 10
adj(A)= @ 2 14 4A
4 5 8

Satz 19.14. SeiA 2 Mat,(K). Dann gilt:
A adj(A) = adj(A) A=jg

Somit gilt fur A mit jAj 6 O:

A 1= adj(A)

Beispiel von oben
0 1
=3 llme 523

jAj= 46 A 1= @ 133 233 29sA
223 5~p 423

19.2 Determinan ten und Lineare Gleic hungssysteme

Gegelen Seidas Lineare Gleichungssystem

a8}
flry
=
x
e
+
+
8}
ey
=1
x
=1

|
k=)

(Anzahl der Unbekannten = Anzahl der Gleichungen).

Satz 19.15 (Kramersc he Regel). G hat eine eindeutige Losunggenaudann, wenn jAj 6 0
(A = (3 )) und esqgilt:

X = 1A, 2=J.A2.J':::; n

IV IV
A; entstehtaus A durch Ersetzender i-ten Spalte durch
bn

Korrollar  19.16. Ein homageneslineares Gleichungssystemhat eine nichttriviale Lesungge-
nau dann, wenn jAj = 0.
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Beispiel
oo 2X 3y = 7T 2 3 _ . .
GegelenseiG : X+By = 1°3 5 19) esgibt genaueine Losung.
7 3
X = 15 = 3_8 =2
19 19
_ (31 __19_
y= 19 =19 - 1

19.3 Axiomatisc he Beschreibung der Determinan tenfunktion
Eine Funktion D : Mat,(K)! K mit den folgendenEigensdaften:

1) D( n) = K
2.) D ist alternierend, d.h. (far A = (v1;:::;%1)) D(¥1;%2;::0%) = 0, wennw = v ist
(i67])

3.) D ist multilinear, d.h.

stimmt mit der Determinantenfunktion eberein.

Ende Kurs |

Damit endet Kurs | (Lineare Algebra). Kurs Il (Analysis) wird in einer separatenMitschrift
fortgesetzt. An diese Datei wird nichts mehr angehangt, Aktualisierungen bestranken sich
auf Fehlerkorrekturen und ggf. Erganzungenim Text.

Thorsten
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