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Verbesserungen vorschlagen oder mich einfach nur loben unkuldigen. Wenn du auch auf
IATEX stehst, umso besser: Bei mir kannst du es anwenden. Du wilsnehr? Ganze Abschnit-
te oder Kapitel schreiben? Dann melde dich doch, damit wir eien gemeinsamen Weg zum
Gluck nden kdnnen. Zuschriften bitte (bei Korrekturen unt er Bezug auf De nitionen / Sat-
ze | Paragraphen / Abschnitte etc.) an \vitt@informatik.hu-beriin.de , Chi re-Nummer
mathe2/2005-03-23.
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Kapitel I: Reelle Zahlen

(R;+; ;0;1) Korper, a2 R; a;aeo;%.
N Z Q R C
N°= N[f Og

R™ Vektorraum
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Y 1. In R gibt es eine natiirliche lineare Ordnung
mit den Eigenschaften:

() x x (Re exivitat)
(i) (x y)*(y x)) (x=y) (Asymmetrie)
(i) (x y~ry z)) x z (Transitivitat)
(iv) x y_y X (Linearitat)
(V) x y) x+z y+ z(Vertraglichkeit der Ordnung mit der Addition)

(vi)y (x y~0 2)) x z 'y z(Vetraglichkeit der Ordnung mit der Multiplikation)

Ein Korper mit einer linearen Ordnung[], die (v) und (vi) erfullt, heiyt linear geordneter
Korper .

Die Eigenschaften (i) (iv) beschreiben eine lineare Ordnu ng.
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Kapitel I. Reelle Zahlen
Vergleich zwischen und <
@ <y | x yixey
X 2 R heiyt positiv , wenn 0 < x ; negativ , wennx < 0.
X<y z: X<y”™y z
x? 0gilt fur alle x 2 R.
Satz 1.1. Es gelten:
() (@ brc d)) atc b+d
(i) (a<b”c d)) a+c<b+d
(i) © a b0 c d) ac bd
(iv) (0O a<b”~0<c d)) ac<bd
(v) (@ b*rc<0)) ac bec
(vi) (a<b”c<0)) ac>b c
(vii 0<a) 0<

<

ol |-

(vii) O0<a<h)

o

(ix) Alle naturlichen Zahlen sind positiv.

Beweis (von (vii)):
Aus 0 < a folgt, dassa 6 0. D.h. % existiert. Ware % < 0, dann wiirde aus0 < a folgen (aus

(vi)): a:=0;b=ajc:=2:0 1>a 1y 0> 1 Aus(vi a:=1;b:=0;c:=1:1 1>0 1,
1> 0 Widerspruch.

Geometrische De nition von R

Rkann man geometrisch als Gerade interpretieren (jeder Punkentspricht 1 : 1 einer reellen
Zahl).

Bemerkung 1.2. Der Korper C ist nicht linear geordnet.

Beweis:
Ware  solch eine lineare Ordnung furC (d.h. (i) (vi) gilt fur in C), dann wiirde i 0,
d.h. 1> 0 gelten.
0<a;0<b) O<a bja= 1b= 1
O<( I)( 1)y 0<1
1>0) 1+( 1)>1+0
0> 1 Widerspruch.
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Y 1. InR gibt es eine natirliche lineare Ordnung  mit den Eigenschaften:

Drei Ungleichungen
Satz 1.3 (Bernoullische Ungleichung). Fir alle x 2 R mit x 1 und alle n 2 N© gilt:
) 1+n x (@+x)"
Beweis (Vollstandige Induktion):
(n=0)
1+0 x (1+x)° x°:=1;x2R)
1 1

(n! n+1) Wirsetzenl+n x (1+ x)" vorraus.
Da x 1y x+1 0.Somit (1+ x)"1 =1+ x)"(L+x) (1+ nx)(1+ x). Somit

gilt
(3) @+ x)"  1+(n+1)x+n x?
n O;x2 0y n x2 0.Somit(1+x)"* 1+(n+1) x. O

Wann giltin (1 = ?
n =0 und alle x 1
n =1 und alle x 1
n>1x=0

Aus @) folgt: n> 1;x 60y n x?> 0. Somit gilt > fur alle x 60 und n> 1.

Es seiena;b2 R mit a > O und b > 0. Dann heiyt pﬂ das geordnete Mittel von a
und b. Fir a;b2 R heiyt %” das arithmetische Mittel von a und b.
Satz 1.4. Es seiena;b2 R;a;b > 0. Dann gilt:

@ pﬂ, a-;b

Beweis (indirekt): p___
Angenommen fir gewisse; bgilt * a b > %b Da %b > 0, gilt

4ab > a? + 2ab+ I
0>a? 2ab+ I
0> (a b? Widerspruch. [

Es gilt = in (4] genau dann, wenna= b
Satz 1.5 (Schwarzsche Ungleichung). Es seienxy;:::;Xn;Y1;:::;¥n 2 R. Dann gilt
q q
() X1 Y1+  +Xn Yn i+ +x3  yi+  +y2

mathe2/2005-03-23 3



Kapitel I. Reelle Zahlen

Beweis:
sind alle x; und y; = 0 gilt (&) o ensichtlich.
Es seix; 6 0 und y; 6 0. Dann gilt X2+ +x2 > Oundy?+ +y2 > 0.Seix =

pr+ +x2;y:= yZ+ +yZ2 Esqil
. .2 2 R 2

(6) 0 oy X 2u+y—' furallei=1;:::;n
X oy x2 Xy y?

Addiert man die Ungleichungen (@), so erhalt man

% (X1y1+  + Xnyn) —E i—i + ;/—i ill_i
Xy (X1y1+  + XnYn) %XZ"‘% y2=%+%=1
Xiy1+  +Xa¥n XY
O
Y 2. Vollstandigkeit von R
De nition 2.1.  Es seienA; B nichtleere Teilmengen vonR und c2 R.
A c: (Ba2A)a ¢
c B: (8b2B)(c b
A B: (8a2A)8b2B)(a b
2.2 (Axiom der Vollstéandigkeit von R). Zu zwei nichtleeren TeilmengenA und B von R

mit A B gibtesc2R mit A ¢ B.

A;B 6 ;;A BbgaZR(A c B)
Nichtin Q,weil 22Q:A:=fx2Q;0<x;x? 29;B:=fx2Q;0<x;x? 2g.

De nition 2.3.  Sei M eine nichtleere Teilmenge vonR und s 2 R.

(i) s heiyt obere Schranke von M (untere Schranke von M ), wennM s (M 5s).
(i) M heiyt nach oben (unten) beschrankt , wenn M eine obere (untere) Schranke hat.
(i) M heiyt beschrankt , wenn M nach oben und nach unten beschrénkt ist.

De nition 2.4.

1.) Es seis 2 R, M nichtleere Teilmenge vonR. s heiyt Supremum von M (oder obere
Grenze bzw. kleinste obere Schranke), wenn

M s
(8s°2 R)(M s°) s 9.

Schreibweise:sup(M ).

2) Seis2 R, M R;M 6 ;. s heiyt Inmum von M (oder untere Grenze , groyte
untere Schranke), wenn

s M
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Y 2. Vollstandigkeit von R

(82 R)(s® M) s% ).
Schreibweise:inf(M ).
Wenn sup(M ) existiert, ist es eindeutig (analog fur das In mum).

Satz 2.5. Jede nichtleere, nach oben beschrankte Teilmenge besitih Supremum.

Beweis:

SeiM 2 R;M 6 ;;M nach oben beschrankt. SeA := M;B = fr2 RiM rg.A6 ;;B 6

;7 A By Vollstandigkeits-Axiom: ¢c2 R;A ¢ B. Wir zeigensup(M) = ¢

A ¢ cobere Schranke vonA = M. c B, somit ist c die kleinste obere Schranke, das
Supremum. O

Voéllig analog: Jede nichtleere, nach unten beschrankte Téinenge besitzt ein In mum.

Satz 2.6 (Archimedes). (8a2 R)(9n 2 N)(a<n).

Beweis (indirekt):

AngenommenN ist nach oben beschrankt. Nach Satd 215 existiersup(N) =: s. Somit gilt
furalen2 Nn s . Alson+l s) n s 1 Somitists 1 obere Schranke vonN.
Widerspruch, da s kleinste obere Schranke war unds 1<s. O

De nition. Ein linear geordneter Kérper K, in dem die Mengef 1k ; 2« ; 3k ; : :: @ nicht nach
oben beschrankt ist, heiytarchimedisch geordneter Korper

Korollar 2.7. Seix 2 R. Dann gilt:
1) 0<x) (N2 N)O0< 2<x)
2) 0 x Lfurallen2N) x=0

3) (8"2R;">0:0 x ")) x=ol

Beweis:

(i). Sleial:? 1 NachZBgibtesn 2 Nmita<n.(a<n) fa<inla<i1) 1la<i
11
1 1 - 1
1<l loxy L<x.

(ii). Ware x> 0y 9m 2 N mit = <x, nach 1.). Daraus folgt 1 < 1 widerspruch.

(iii). ist eine Verallgemeinerung von 2.)

Existenz der Wurzel

Satz 2.8. Esseia2 R;a> 0. Danrr})existiert genau eineZahl s 2 R;s > 0 mit s> = a. Fir
diese (eindeutige) Zahl schreibt man a (Wurzel aus a).

Hier stand urspriinglich (8" 2 R;"> 0)(0 x<" ) x =0), doch das ergibt keinen Sinn, oder? -tv

mathe2/2005-03-23 5



Kapitel I. Reelle Zahlen

Beweis:

(1. Fal) 0<a 1Danngita? a(a l,aa a 1).SeiM:=fx2R:x> ag.M 6 ;,
weil a 2 M; 1 ist obere Schranke vonM, weil a 1. Somit existiert sup(M). Es sei
s :=sup(M). Wir zeigen s? = a.
Seiy = i(s+ 2).y> a=1(s 2)2 0.Alsoy? a Somity obere Schranke vorM .
Somitgilt s yy 25> 2sy=s(s+ 2)=s’+ay s* a

z=5%a>0y>0y z>0.
Day? agitz2= 2 a Somitz2My z sy § s.2a 2s=(s+}) s=

s’+ ay s2.

<

Beide zusammen ergebes? = a.

Eindeutigkeit: Seiens;t> Omit s> =t2=a. 0=a a=s?> t? (s t)(s+1)=0,
s t=0 (wegens+t> 0), s=t.

(2. Fal) a>1b:=1 0<b< 1 Fall1fir bliefert t mit t? = b. Seis:= £, dann gilt s> = a.
O

Hinweis:  Der Rest des Abschnitts wurde nur im Sommersemester 2002, ¢fit 2000, gelesen:
Man erweitert R manchmal um zwei Punkte 1 und +1 zu
R=R[fl ;+1g

Die Ordnung < wird erweitert auf 1 <x< +1;x2R;1 <+1.
Ist M 6 ; und nicht nach oben beschréankt, dann schreibt mansup(M) = + 1 (analog
inf (M)= 1 ).

Intervalle in R

Seiena;b2 R.
(a;b=((a;H) = fc2 Rja<c<bgbeidseitig o en
(a;h=(0a;h):= fc2 Rja<c by rechtsabgeschlossen
[a;b) = ([a;b) :
[a;b=(a;b):= fc2 Rja b cgabgeschlossen

fc2 Rja ¢ <bglinksabgeschlossen

Intervalle in R: z.B. (1 ;a];[a;+1);(1 ;+1)(= R)
Intervalle in R: [1 ;a] usw.

De nition 2.9 (Maximum, Minimum einer Menge). SeiM (unechte) Teilmenge vonR.
Hat M ein groytes Element, dann heiyt dies Maximummax(M ) und es giltmax(M ) = sup(M).
Analog Minimum min(M) =inf( M).

Beispiel:
a;b2 R;a<b;sup(a; b = b;max(a; b existiert nicht.
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Y 3. Metrik in R (Abstandsfunktion)

Y 3. Metrik in R (Abstandsfunktion)
(

ixj = X: X O;jxj:px_2
X: x<0

iXj 0;jxj=0, x=0

X yj=0xj jyj

X+yijoxjtyi

X ] X]
Xj<", Xo "<X<X o+ " (Giltauchfir )
De nition 3.1 (Abstand). Fiur alle x;y 2 R heiyt d(x;y) = jx yj der euklidische

Abstand der Punkte x undy.

Satz 3.2. Die Funktion d hat folgende Eigenschaftend:R R! R
(1) d(x;y) Oundd(x;y)=0, x=y

(2) d(x;y) = d(y;x)

() dixjy) d(x;z)+ d(z;y).

Beweis:
(1) folgt aus der De nition des Abstands.

(2 dixy)=jx yi=ij( Dy xi=7 Uiy xj=d(y;x).
@) x y=(x 2)+(z y)jx yjjx zi+jz yjdxy) dxz)+ dzy).

Jede Funktion f de niert auf einer Menge X mit f : X X ! R mit den Eigenschaften
B3,(2)...(3) heiyt Metrik des Raumes X . (X;d) ist ein metrischer Raum.

Beispiel fir eine nichteuklidische Metrik:
Seih(x;y) = li)‘jxyjyj = lf(dx(;)’(’;)),). h ist eine Metrik in R.
(1) h(xy) Oh(x;y)=0, x=y
(2) h(x;y) = h(y;x)
(3) h(x;y) h(y;2)+ h(z;y)
p(z) ;= 2Z-. Zuzeigenp(atb) p(a)+ p(b). Beweis;ja+ b j aj+jb. 1+ja+ by 1+jaj+jb.
1

1+jzj
1
Tjaj+ih  T+jarh
_  jatb _ 1 1 — _jaj*jb  _ iaj jbj
p(a+ b) T TI+jatbh 1 1+ja+ b 1 I+jaj+jbj ~— T+jaj+jbj ~— I+jaj+jb 1+jaj+jbj

1erajjaj + 1ibjjbj = p(a) + p(b).
a=x z;b=2z y.
p(x y) px z) + p(z y)

] 1 1]
h(x;y) h(x;z) + h(zy)
Zur Verdeutlichung des Unterschiedes zwischeh und d:
= e Xy _
hoay) = doay) . oy = Wi x yi=0
also
h(x;y) 6 d(x;y) fur x 6 y; h(x;y) = d(x;y) fir x =y

mathe2/2005-03-23 7



Kapitel I. Reelle Zahlen

Y 4. Topologie in R
De nition 4.1.
i) Esseiena2 R;" 2 R;"> 0und d eine euklidische Metrik in R. Dann heiyt die Menge
U-(A):=fx2R:d(x;a)<"g

"-Umgebung von a (in R).

i) Esseia2 RundU R. U heiyt Umgebung von a, wenn

(9"> 0O)(U-(a) U)

U-(a)

U ist Umgebung vonaund U V) V ist Umgebung vona

Die Vereinigung (beliebig) vieler Umgebungen vora ist wieder eine Umgebung vona.

(Es seienU;;i 2 ISUmgebungen vona. Seiig 2 |. Dann gilt U-(a) U, fur ein gewisses
" U(a) U, i21 Uiv)

Der Durchscnitt endlich vieler umgebungen vona ist wieder eine Umgebung vona.
U-(a) U

a2 U;U Umgebung von a.

Hinweis: Endlicher Ii-}urchschnitt kann nicht durch unendlicher Du rchschnitt erganzt
werden: UHL(O); N2N: N UnL(O) = f0g das ist keine Umgebung vonO.

Satz 4.2 (Hausdorf). Es seiena;b2 R;a 6 b. Dann gibt es UmgebungerJ von a und V
von bmit U\ V = ;. (Hausdorf-Eigenschaft)

Beweis:

Daa6 by d(ab > 0. Sei" := d(a;b). De niere U := U;(a)undV = U:(b). U ist eine
Umgebung von a nach De nition. Das gleiche gilt fur v. Zu zeigen ist, dassU\ V = ;.
Ware x 2 U\ V, dann wirde gelten:d(a;b)  d(a;x) + d(x;b) < 5+ 5 = " = d(a;b)
Widerspruch. O

8 mathe2/2005-03-23



Y 4. Topologie inR

O ene Menge

De nition 4.3. Eine Teilmenge M von R heiyt oen [, wenn fur jedesx 2 M fur ein
gewisses'y > 0 gilt:
Uu M

(Aquivalent: M ist Umgebung fiir jedesx 2 M .)
Beispiele
O enes Intervall: o en
Abgeschlossenes Intervall: nicht o en M ist nicht Umgebung fur die Intervallgrenzen).
;roen
R:oen
Satz 4.4 (Eigenschaften von o enen Mengen).
1) ; und R sind o en.
2.) Die Vereinigung beliebig vieler o ener Mengen ist o en.

3.) Der Durchschnitt endlich vieler o ener Mengen ist o en.

De nition 4.5 (Topologischer Raum). Es sei X eine Menge und eine Teilmenge von
} (X)), d.h. } (X). (X; ) heiyt topologischer Raum , wenn folgende Axiome erfillt sind:
AX1) ;X 2

AX2) Die Vereinigung (beliebig vieler) Elemente aus gehdrt zu

AX3) Der Durchschnitt endlich vieler Elemente aus gehort ebenfalls zu .
Beispiele

(R;foene Menge inRg), (R;f;, ;RQ), (R;}(R)).

Rationale Zahlen in den Reellen Zahlen

Satz 4.6. Es seia?2 R. In jeder Umgebung vona liegt eine rationale Zahl.
Beweis:

SeiU eine Umgebung vona und U-(a) U fir ein gewisses' > 0. Dann gibt esu 2 N mit
0< 4 <" Die Menge

(1) M:=fm2N:m (a+") ng
ist nicht leer. Somit besitzt M ein kleinstes Element. Seik diese Zahl. Dann gilt: k 1 <
(a+")ny £l<n+"k (a+")n (a+ti)n=an+ly k 1 any &% a>a "

K12 Qund .22 U(a).

n

Hinweis
Aus Satz[Z® folgt, dass in jeder Umgebung vora unendlich viele rationale Zahlen liegen.

De nition 4.7. EsseiM R unda?2 R. a heiyt Haufungspunkt von M , wenn in jeder
Umgebung vona ein Punkt liegt, der ausM ist und der nicht gleich a ist.

Achtung: Als Gegenteil von o en ist nicht o en zu verwende n, nicht etwa ein Wort mit abge..., das wir spater
fur etwas anderes verwenden werden.

mathe2/2005-03-23 9



Kapitel I. Reelle Zahlen

Beispiel: M = fag;a?2 R. a st nicht Haufungspunkt von M .

Satz 4.8. Jede reelle Zahl ist Haufungspunkt der rationalen Zahlen.

Hinweis:  Zwischen zwei rationalen Zahlen liegt eine irrationale Zah

De nition 4.9 (Abgeschlossene Menge). Es seiM R. Dann heiyt M abgeschlossen,
wenn jeder Haufungspunkt vorM zu M gehort.

Beispiel:  Abgeschlossenes Intervall.

Satz 4.10. M R ist genau dann abgeschlossen, werRnM = fx 2 R j x 2 Mg eine

o ene Menge ist.

Beweis:

( SeiRnM oen und x ein Hau ngspunkt von M. Wére x 2 R nM, so wareR nM
eine Umgebung vonx, da R nM oen ist. R nM enthalt keine Elemente vonM . Also
x2RnM.Dh. x2 M.

) SeiRnM o en. Daraus folgt: Es gibt x 2 R nM, sodasskR nM nicht Umgebung vonx ist.
Wir zeigen, dass dannx Haufungspunkt von M ist (Somit ware M abgeschlossen). D.h.
8"> 0gilt U-(x)6 RnMy 8"> 0U-(x)\ M 6 ;.Dax 2 M y x muss Haufungspunkt
von M sein Widerspruch. O

Beispiele und Eigenschaften abgeschlossener Mengen
(i) ; ist abgeschlossen.

(i) R ist abgeschlossen.
(i) xp;:::;Xn abgeschlossen x1[ [ Xn abgeschlossen.
(iv) beliebiger Durchschnitt ist abgeschlossen.

(v) fxgist abgeschlossen (da endliche Mengen keine Haufungspurmkhaben).f %g; n2 N ist
abgeschlossenf = : n 2 Ngist jedoch nicht abgeschlossen (Haufungspunkt 0), obschon
dies eine unendliche Vereinigung abgeschlossener Menget i

(vi) fn:n2 Ngist abgeschlossen (kein Haufungspunkt).

Verallgemeinerung auf R". Esseix2 R", d.h. x = : mit x; 2R;1 i n.Dann

Xn

seijx := P xZ+  + x2 und heijt Betrag von x. Es gelten:
@) ix 0(jx=0, x=0)
(i) ja xj=jaj jx]
(i) jx+ ¥ ] %+ ]y
Beweis (von (iii)): ! I
Gegeben seienxy;:::;Xn;y1;iiYa und x = Loy = : . Dann gilt: jx + ¥ =

P 2_Pn 2P P oo 5 T2 ai2ao i a2
et (KKEYR)T = g X#2 0 XYk Vi T N2 XYkt YT T X2 i jyjt i) =
(j%j + j¥))? (nach der Schwarzschen Ungleichung, Safz_1.5 auf Seif& 3)

10 mathe2/2005-03-23



Y 4. Topologie inR

De nition 4.11.  Es seienx;¥2 R". d(>;¥) := j*x ¥j.
Satz 4.12. dist eine Metrik in R".

Beweis:
desy) = jx ¥=j(x D+(2H)) ] x F+jz ¥=dx2+ dz;9).

Hinweis:  Mittels d kann man in R" die Begrie: "-Umgebung, Umgebung, o ene Menge,
Haufungspunkt, abgeschlossene Menge usw. de nieren.

mathe2/2005-03-23 11
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Kapitel 1I: Folgen und Reihen

Inhaltsangabe
B Folgenl. . . ... ... 13
I6.__Konvergenzkriterien fiir Folgen . . 1. . . .. ......... ... 1 7
[Aquivalente Volistandigkeitsaussaged . . . . . . . ... ... ... ... ... 20
I (Unendliche) Reihen 1. . . . o o oo e 21
[Rechnen mit konvergenten Reihed . . . .. . .. .. ... ... ....... 21
Absolute Konvergenz (von Reihen) . . . .. .. ... ... ... ...... 22
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Y 5. Folgen

De nition 5.1 (Folge). Es seiX eine nichtleere Menge. EineFolge in X ist eine Abbildung
vonN in X. Alsof :N! X;n! f(n). Fur f(n) schreibt mana, und nennt a, (das n-te)
Folgeglied der Folgef . Statt f schreibt man (@,)n2n oder (an)n 4

Abb(N; X)) ist die Menge aller Folgen inX.

Operationen in den Folgen in R

() (@n)nzn;(Bn)nzn 2 Abb(N;R). Dann gilt (an) + (bn) == (an + by).
(i) a2 R;a (an)=(a an)
(i) (an) (bv):=(an bn)

Aus (i) und (ii) folgt, dass (Abb(N;R);+; sk) Vektorraum tUber R ist. (Abb(N;R);+; ) ist
kein Korper.

De nition 5.2 (beschrénkte Folge). Eine Folge in R (an)n2n heiyt beschrankt , wenn
k(an)nzank:=supfija,j:n2 Ng< 1 (existiert) :

k(an)n2n k heiyt Norm von (a,). I* ist die Menge aller beschrankten Folgen.

Beispiele
() a2 R (an)n o:=(a)n o21* (konstante Folge, jedes Folgeglied)
k(an)k = jaj

(i) ()nan 211 k(Pk=1
(i) (N)nan 211

Im folgenden wird auch gelegentlich der Index 2N weggelassen und nur (an) geschrieben.
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Kapitel 1. Folgen und Reihen

Satz 5.3. Der Raum |* ist abgeschlossen bezuglich; si; . Somitist I* ein Untervektorraum
von Abb(N;R).

Die Funktion k k erfullt die Eigenschaften einer Norm kfk O;kfk =0 <?>f =
(O)n2n;ka fk=jaj kfk kf + gk k fk+ kgk).

De nition 5.4.

(). Eine Folge (an)n2n heiyt konvergent gegen a 2 R, wenn in jeder Umgebung vora
alle, auyer endlich vielgl, Glieder der Folge (an)n2n liegen.

(ii). Eine Folge (an)n2n heiyt konvergent , wenn a 2 R existiert mit (a,)n2n konvergiert
gegena.

(iii). Die Menge aller konvergenten Folgen wird mit ¢ bezeichnet.
(iv). Fur nicht konvergent sagt man divergent .

Satz 5.5. Jede konvergente Folge hat genau einen Grenzwert.

Beweis:

(an)n2n konvergiere gegeraund b2 R mit a 6 b. Wegen SatdZP auf Seit€l8 (Hausdorf) gibt
es UmgebungenU und V fur a und b entsprechend mitU\ V = ; (weil a6 b). In U sind
fast alle a, enthalten. Somit in V nur endlich viele a,. Also gilt nicht: In V sind fast alle a,
enthalten . Somit konvergiert a, nicht gegebb. O

Schreibweise fur (a,) konvergiert gegena:

(@)n2on! & & ! afirn!l

Ililm =a Ililm an # (Grenzwert existiert) Ililm ap " (Grenzwert existiert nicht)
n! n! n!
Gilt a, ! a;n!1 ,dann heiyt a Grenzwert von (ap) oder auchLimes von (anp)n2n -

Beispiele (Konvergente Folgen)
() (an) =(a) (an) ist konvergent und es gilt (an)n2n ! a
(i) (F)nan! O
Gegeben" > 0. Dann gibt esng 2 N mit % <"y n nyy
L <" alsofastallel 2 U-(0).

% <" . Somit fast alle

(iii) Es sei q2 R. Wir betrachten die Folge (9")n 1.

1<q 1 (
im0 = & 471

n'l 0: jg<1
Fir g =0 und q = 1 klar. Sei 0 < jg < 1.Somitj% > 1_j%:1+ rr> 0.
ﬁ =@+ )" 1+n r n r (nach der Bernoullischen Ungleichung, SatfT]13 auf
Seite[3) fur jedesn 2 N. Somit 0 j ¢ L furn:!1 L1 0.Alsojg"! O.
jg" =jd"jy o't On!l

q 1 oderq > 1. Dann ist (q"), 1 divergent.

9= 1) 1)), .= L1 11::: divergent

(g >1)jg=1+rr> 0jg" =@+ )" 1+nr.1+nr nrnr!l ;n!
1;jgn!1

jg™ = jgd"jy d" istunbeschrankty (d"), : ist divergent, sieche nachster Satz:

Far alle, auyer endlich viele sagt man auch fir fast alle
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Y 5. Folgen

Satz 5.6 (Lage von cin I'). Jede konvergente Folge ist beschrankc( 11).

Beweis:
Seif =(ap) 2 cund limf = a. Dann liegen in der 1-Umgebung vona fast alle a,. Es seien
Ay, ;8,; ., ak, die Ausnahmen.

Seiz:=1+ jaj + ja,j+ + jak,j. Esqilt ja,j zfurallen 1

ja,j;iinjak,]  z.apn 2 U(a)y a 1<ap<aljapj=ja+(a, 1) j a+ja, @<
ja+1l  z

z a, zfurjedesn 2 N. Somitf beschrénkt. Es giltjlimfj k fk.

(kf k =supfjanj:n2 Ng)
Ware kf k < a, dann wirde fur " = jaj k f k gelten: U-(a) enthélt fast alle a, und fur alle n
gilt janj < kf k< jaj, Widerspruch daja, a " gilt.

De nition 5.7 (De nition von Co). Eine Folgef 2 c heiyt Nullfolge , wennlimf =0. ¢
ist die Menge aller Nullfolgen.

Satz 5.8. Es seienf;g 2 co und h 2 I . Dann gilt:

(i) f+g9g2c
(i) f h2c
Beweis:

f=(an);g=(bv);h=(cn).

(i) Gegeben sei* > 0. Dann ist 5 > 0. Fast alle a, liegen in U (0). Das gleiche furh,. y
Fastallea, + b, 2 U-(0). Alsoa, + b, ! O;n!1l

(i) h21' y khk< 1 (existiert). Gegeben sei" > 0. Sei"®= —— "."%> 0. Dann gilt:

jan Gaj = janjichj | anjkhk k hk "Cfiirfastelle n. khk "= khk gt " = RS

Somita, ¢! O,n!1l .Also(a, ¢y) 2 Co.

a2 Ry (a) 1 beschrankt. Somit (a,) Nullfolge y (a, a) Nullfolge. Hieraus folgt: ¢y
Untervektorraum von Abb(NR ). Wir haben:

c ¢ I*  Abb(N;R)
Satz 5.9 (Grenzwertsatze). Gegeben seied = (an);g=(h,) ausc und s 2 R. Dann gilt:
1) f +g2cundlim(f + g)=Ilim f +lim g.
2) f g2cundlim(f g)=Ilm f limg
3) s g2cundlim(s g)= s limg.
lim f

4.) fg 2 cund lim fg = fmg unter Voraussetzung: alleb, 6 0 und lim g6 0.

5) an by) limf limg.

Beweis:
Esgita,! a, a, a! 0On!1 ,dasfolgtausd(a,;a) <" ,j an a <" ,
jan & 0 <", dlaa a0)<".Alsoa,2U-(a), a, a2 U (0).
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Kapitel 1. Folgen und Reihen

1) ay! ab! b, a a! 0O;b, b! 0.Nach[E38 auf der vorherigen Seite:

(an a)+(b, b ! 0
1l
(an+ ) (a+ b ! 0

Alsoa, + b, ! a+ b

2) a,! ab! b (an a)(h) ist Nullfolge (nach E8+B8(ii)). (a) (b, b) ist Nullfolge
(nach &3, (ii)).

(an () +(a)y b ! 0
1

(an by aby+ahb, ab ! 0
1

(an by a b o 0;

alsoa, b,! a h

3) ap! a,alsoa, a! 0) (a, a) (s)istNullfolge. NachlBd,(ii) (an a) (s)=(a, S as)
Nullfolgey a, s! a s.

1
lim b, *

by ! bib 60;b60. 5§ = 55 (@ O (GFE= FE=ss G OH)

n2N
Dab, b! O reichtes zu zeugen, das§n—1ID beschrankt ist, um é I b

an — 1 H H 1 H 1 —
4.) Wegen g™ = a, - reicht es zu zeigen, das¢;- 2 cund lim ;- =

b60y jh>0 Sei" = j%>O. Dah,! bsindfastalleh, 2 U-(b). Alsob "<b, <
b+ "y jonj> 3.

b by 0 b
ibaj>jo+"j= b+ Q= jri+ 1 =

jhj>jb j= b & =4

o,

n o]
Es seienhy,;:::; b, die Ausnahmen. Seim := min %;jmlj; sinjbe,j > 0. Esqilt jlbhj >
i 1 1 1
mfiralleny 0< 5 <+ oy -

5.) Angenommena, b, und limg < limf. Seim = ™™ ™9 > o pann gilt fur fast alle

b 2 Un (lim g) und fur fast alle by, 2 Uy (lim ). Somit

a+b
(b m<)b<b+m=——=a m<ap(<a+m)
fur fast alle n gilt b, <a, Widerspruch. O
Beispiel D
Gegeben se{a,) mit a, 0. Dann gilt: a, ! a, pal a.

p

Daallea, Omussa 0, also sindp a, und © a wohlde niert.
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Y 6. Konvergenzkriterien fiir Folgen

(1. Fall, a=0, alsopE:O).

Angenommen(a,) 2 co. Gegeben sel'> 0.9n 2 N mit £ <. L L gilt immer. Sei
"02.L > 0.Dann gilt 9ne8n  ngjan 0j<"%y a < Ly Pa-< Ly j"ar 0<

"y (a2
Sei (p an) 2 co. Gegeben" > 0. Sein 2 N miot 2 <" und "®= 1. Fir fast alle n gilt
&G <"’=iya<L i<y (an)2c.

n

@. Fall, a> 0.7 a> oy
_ p_ _ p_ PP
Pay Pa=(Pa a)paies = pAl A
_ p- i}
P = a)=(an a) pgrPy peyPg P furfastallen.

Y 6. Konvergenzkriterien fur Folgen

1.) Gegeben sei die Folgéa,)n2n . Entsteht (%) aus(a,) durch Abanderung, durch Hinzufi-
gen oder durch Weglassen endlich vieler Folgeglieder, damgilt:

lima, #= a, limal # a

2)

De nition 6.1 (Teilfolge). Seif = (ay) und (nk)kan €ine Folge in N mit ng < Ng4q .
Dann heiyt (an)ken Mit a, := an, Teilfolge von f .

Satz 6.2. Besitzt eine Folge eine divergente Teilfolge oder zwei koargente Teilfolgenf ©
und f ©mit lim f %6 lim f % dann ist f divergent.

Hinweis: Fastalle n2 N ... ist &quivalent mit 9np 2 N8n ng....
3.)
De nition 6.3 (Monotone Folge). Eine Folge heiyt
monoton wachsend (streng monoton wachsend)
monoton fallend (streng monoton fallend)

wenn fur allen 2 N gilt:

an an+1 (an <an+1)
an+1 an (an+1 <an)

Eine Folge ist monoton , wenn die monoton wachsend oder monoton fallend ist.

Satz 6.4. Eine monotone und beschrénkte Folge ist konvergent.

Beweis:

Seif = (a,) monoton wachsend und beschrénkt. Alsca; a; k fk< 1. Somit
ist f (N)= fa, : n2 Ng. f ist beschrankt, d.h. supf (N) existiert. Seia :=sup f (N). Wir
zeigenlima, =supf (N) = a. Sei" > 0. Da a kleinste obere Schrankef : f(N))y a "
ist keine obere Schranke ist. Somit gibtesy mit a "<ap.Daapn+1  a, gilt fir fast alle

Hier war das Tafelbild etwas ...unklar. Anschrift ndherung  sweise ;-)

17
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Kapitel 1. Folgen und Reihen

na "<ap.a, aklar,daa=supf(N)y fastallea, liegeninU-(a). Also a, !

Beispiel

=
]
+
=

Es seiena, = 1+ 7
b an
=1+ BN <@+ B @+ )= a
(an) monoton fallend.

1 an 1: (1+ﬁ)n - nnl " 1 —
W @rh o mL
n2 " n 1 " n
2 = 1+
nz 1 n+1 nz 1 N+ 1 gernouli
n n 1 n
1+ n2 1 n+l(n2 1<n 2) 1+H n+1_1
() monoton wachsend
1 n+1 !n
A - 1
1 h«l - 1+ln - n+1 1+n+1 -
n n
n+2) n " n+2 _ 1 " n+2
(n+1)2 n+1 (n+1)2 n+1 Bemoul
n n+2 _(n?+n+1)(n+2) n®+3n2+3n+2
(n+1)2 n+1 (n+1)3 T PB+3n2+3n+1
1 1
a bh=(21+ )" 1+-) 1! 0
|-
beschrénkt

a, monoton fallendy a; an;b,
1
4
imb, = e=lim a, (e 2;71828:::)

Satz 6.5 (Bolzano-Weierstray). 1.) Jede reelle Folge enthélt eine monotone Teilfolge.

2.) Jede beschrankte Folge enthélt eine konvergente Teilfe.

Beweis:
1.) Gegeben se{an)n2n I R. Wir betrachten die Menge

N;y:=fn2N:B8m2N)(m>n) a, an)g
1. Fall: N1 ist unendlich.

Dann gilt: N7 = fng;nz;ng;:i:gny <n, <ng<

;21 . Dann gilt a5, an,
a.n3

1. Also ist (an, Jkan monoton wachsende Teilfolge.

18
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Y 6. Konvergenzkriterien fiir Folgen

2. Fall: N ist endlich.

Es seien (

_ 1 N.=;

" max(N)+1: N6
ma1;My;:::; Mg bereits de niert, sei mg41 = kleinste Zahl mit > m, und an,,, <
am, (moglich weil mg 2 Nj).
Wir sehen am, > am, > :::: Also (am, )k2n Monoton fallende Teilfolge von
(an)n2n -

2.) folgt aus 1.), der Voraussetzung von 2.) und Satf6]4 aufé&te[Iq (Ist eine Folge beschrankt,
dann ist jede Teilfolge ebenfalls beschrankt).

De nition 6.6 (Couchy-Folge). Eine Folgef = (ay)n2n heiyt Couchy-Folge , wenn
(6.1) 8">09g2N8n2N (N no)j an, anj<")
(&) schreibt man auch in der Form
(6.2) 8"> 0992 N8n;m2N (n;m ng)j an amj<")
Satz 6.7.
(i) Jede konvergente Folge ist eine Couchy-Folge.

(i) Jede Couchy-Folge ist beschrankt.

(iii) Besitzt eine Couchy-Folge eine konvergierte Teilfoge, dann ist sie selber konvergent.

Beweis:
(i) Seif =(ay) 2 c(d.h. konvergent). Gegeben sel' > 0. Setze":= E > 0. Dann existiert
no, sodass firn  ng gilt: ja, limfj < "9 Daraus folgt: ja, @n,j = jan limf +
limf an,j j an limfj+jlimf ayj<"0+"0=".

(i) Sei " :=1.Seing so,dassf+rn ngja, an,j<".Dann gilt:
janj=jan a@ng *t an,j J an  an,jtjan,j j an,j+1  (firallen no):
Seis:=maxfjanj;:::;jan, 1j;jan,j +10. Dann gilt ja,j sfirallen 1.

(iii) Sei (an, ) konvergente Teilfolge vonf . Es geltea,, ! a;k!1 . Sei"> 0gegeben. Setze
"0:= § Dann gibt es ko, sodass f+r allek ko ja,, aj <" °(nx monoton wachsend )
fur Couchy-Folgen,y 9no8n  np(jan an,j <" 9. Seik so, dassk ko und ny  no.
Danngilt far n= nojan a = j(@ @) *(a, an)+(an, @) jan anj+

jan, an j+jan, aj<"%+ "0+ "0=" Somitgilta,! an!l . O
Satz 6.8 (Couchy-Kriterium). Jede Couchy-Folge ist konvergent.
Beweis:

Seif = (a,) Couchy-Folge.y f ist beschrankt (nach[&1, (ii)). y f besitzt konvergente
Teilfolge (nach[&3 auf der vorherigen Seite, 2)y f ist konvergent (nachl&, (iii)).
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Kapitel 1. Folgen und Reihen

Hinweis:  Satz[638 gilt nicht fir CBLichy-Folgen in Q (d.h. Folgen in Q mit der Eigenschaft
&). ZB. (an)n2n;an 2 Q;an ! 2y (an) ist Couchy-Folge, aber inQ nicht konvergent.

Aquivalente Vollstandigkeitsaussagen

Folgende Aussagen sind aquivalent zum Vollstandigkeitsamm von R (siehe[Z2 auf Seitd14):
(Zu je zwei nichtleeren TeilmengenA und B von R mit A B gibt es eine reelle Zahlc mit
A ¢ B)

a) Jede nach oben beschrankte, nichtleere Teilmenge vaR besitzt ein Supremum.
b) Jede monotone und beschrankte Folge ist konvergent.

c) Jede beschrankte Folge enthélt eine konvergente Teilfge (Bolzano-Weierstray).
d) Jede Couchy-Folge ist konvergent.

e) (Dedekindscher Schnitt) SindA;B  R; A B; A[ B = R, dann gibt esc 2 R mit
A ¢ B.

Beispiel:
Gegeben sei die FoIgQPﬁ)nZN. Es gilt R n! 1

Beweis:
(™ n) ist monoton fallend abn = 3.

(M7 (DT, 0" (e TS et (e, on (L)1 e<3

(@) Seir > 0 reelle Zahl. Dann gibt esk 2 N mit (1+ r)k 2. (1+ r)¥ 1+k r.Sei

Bernoulli

koso,dass%ﬂ.FUrk koy 1+k r 1+k.% 1+% 2.

(b) 7 ;ntll . (zv) ist monoton fallend und beschrankt durch z.B. 0. - ;ntll , 2"
2"(n+1), 22 n 2" n+2".2" n+2" n 2" n+2". 2" n 2" 1.
Wir zeigen () hat Teilfolge, die gegen 0 konvergierty ! O.

2 2+2 2+2+2
22'02 2'2 P2 2"
2 2 2 222

% 3 @ : 22;::: ;weilln 2 2"
2 2
O
2’2 ' 3 7
Seik2 Ny & Nullfolge.

(c) Sei" > 0. Wir zeigen lim ﬁ = 0. Seiko so, dass(1+ ")ko 2, ﬁ ist monoton
fallend fr n - no. 3"y (l+”.,+)1nﬂ ., @+ n (n+1) (I+M)", @A+")n  (n+1).
"n 1" % gilt fur alle n ng. Somit ist ﬁ konvergent. Wir betrachten die
Teilfolge n = kg m;m 2 N.

— _k -
T T @ oer - Ko ey Koo aw
k 7w ! 0. Also e < 1fir fast alle n.
<1, n<@+ns PAc e, 0

20 mathe2/2005-03-23



Y 7. (Unendliche) Reihen

De nition 7.1.

Reihe .

De nition 7.2.
vergent gegers, wenn sp
s heiyt Summe von

Hinweis:

. N
Die Reihe
I s).
a,, oder Reihenwert, Schreibweise fir die Summe:

P
Die Bezeichnung

P

Seif =(ap)n2n e€ine Folglg Unter der Reihe , Schreibweise:
steht man die FolgeF = (sp)n2n Mit s, =
Die a, heiyen Glieder der Reihe

Ll a, heiyt konvergent

Partialsummen und wenn diese konvergent ist die Summe.

Rechnen mit konvergenten Reihen

Y 7. (Unendliche) Reihen

1
n=1 @n, ver-

no; & fur jedesn 2 N.
(oder auch Summanden) unds, Partialsummen der

, wenn (sp)n2n konvergent ist. (kon-

F>1
n=1 &n.

,11:1 a, ist doppeldeutig. Diese Symbolik bedeutet die Folge der

Satz 7.3.
. P 1 P 1 : P 1
1) Sind ._, a, und ;_; b, konvergente Reihen, dann auch . _, (a, + by).
P P P
2.) Ist ﬁ -; a konvergent unda 2 R, dann ist rl]:l a a, konvergent und gleicha rl]:l an.
P P P P
3) ﬁzl an; 1 -; by konvergent und fiir allen gilt ay  b,. Dann gilt  a, bn.
P
Satz 7.4. Ist die Reihe i:l a, konvergent, dann ist die Folge(a,)n2n €ine Nullfolge.
Beweis:

P
Es sei(sn) die Folge der Partialsummen der Reihe a,. Dann gilt s, !
Sei (s?) die Folge mit (s9) :=0; s0
s? = a,. Somit ist (a,) eine Nullfolge.

1 heiyt harmonische Reihe

'='s, 1. Dann gilt s2 !

Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht.

Gegeben sei ein beliebigesy 2 N. Dann gilt:

Aber s,

Hinweis:

Beispiel:

Die Reihe _,

vergent:
1
-+
No
1
2ng

Somit ist jSon,  Sno]

Be|§p|ele (Konvergente Reihen):

a) n=1 n(n+1)
Sn =
Alsos,! 1;n!1

b)Pl 1

n=1 n2

1,1, 1
(I+z+5+5+ )

mathe2/2005-03-23

ist konvergent, wil 0 %

1
+ M
no+1 2Nng
2Nng 2ng

ist konvergent. ;b= &
1 1 1 1 1 1 1
12 t2 3 +{§ nt n

heben sich gegenseitig auf

. P l
.Somit ———=1.

n (n+1)

1
n n(n 1)°

s. Somit ist (sp

. Klar: (%) ist Nullfolge. Aber

P
Somit folgt aus a), dass %

s flrr ein gewissess.
s?) Nullfolge.

P 1 1 .
no1 o ist di-

% mit ng beliebig. Hieraus folgt(s,) ist nicht konvergent.

konvergent.
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Kapitel 1. Folgen und Reihen

— 1 1 1 1
Sn=1+1+ ﬂ+321+4321+ +n(n 1) 1
32 43 1
n(n 1)

n=0

d) (Geometrische Reihe )
Die Reihe i:o g" mit jgj < 1 heiyt geometrische Reihe (g-Basis). Es gilt:
(

X _ jgi< 1
n=0 divergent :jg 1
n+1 P
Arat+?+  + ) =5 @ )s= s (d< D).
. . . Py . .
Satz 7.5 (Couchy-Kriterium). Die Reihe . _, a, ist konvergent gdw. gilt
I
0 !
(7.1) 8">09ng8n ng a <"
k=no+1
Beweis:
(ZD) bedeutet 8" > 09no8n  no(jsn  Sn,) <"). Dies ist die Couchy-Bedingung firr Folgen
(siehe De nition EBlauf Seite[19). O

Absolute Konvergenz (von Reihen)

P P
De nition 7.6.  Eine Reihe ,11:1 a, heiyt absolut konvergent , wenn ,11:1 janj konvergent
ist.

P P
Satz 7.7. Ist ,_, a, absolut konvergent, dann ist ,_, a, konvergent.

Beweis (Couchy-Kriterium 7.5)1 p
Gegeben"> 0.y 9ne8n  nNgjan,+1)+ jang+2 + pt janj <" .Da E=n0+l A Ang+1jt
+ janj (Dreiecksungleichung), giltjsn  Sn,]j E=n0+l ag <". (]

Hinweis:  Die Umkehrung von Satz[ZT gilt im allgemeinen nicht.
Dazu folgendg,s:
Eine Reihe a, heiyt alternierend , wenna, an+1 < 0, wenn(a, < 0, an+1 > 0).

Satz 7.8 (Leibnitz-Kriterium). o ~ Es sei(a))n2n €ine monoton fallende Nullfolge (d.h.a;
. : 1 n 1 o . .
a a3 ! O Dannist _; F 1) iz a,} konvergent, und es giltjs, sj an+1 flr

bn
allen. (sp = b + + 1)
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Y 8. Konvergenzkriterien fiir Reihen

Beweis:
Esgilt0 s, sy S2n Son 1 Son 3 S1.

(bll|+t72|)+P3—f-ZO—b§+ +b2n 3+b2n 2+b2n 1+b2n
(a1 az)

So 0 s Sy

bon 1 +bph =Sy son Son 1
(D2 Lagg i

0 bon 2+ by 1=( 1) 3 ag 2+( 1) 2 aper = @ 2+a@n 1 O
Wir haben:
S, Sy s;1 Yy (s2n) ist konvergent gegens. s; Sz Ss S2 Y (san 1) ist

konvergent gegens®. Es gilt s s°.
Wir haben's,, s s° sy, 1. Hieraus folgt:

0 s s &

0 san 1 S° Son 13S0 = @
Son = pn + S22
bon = ( 1)2n ! azn
= an

Son Son+1 S2N = Axn+1

Da (an) Nullfolgey s= s®und

is  sonj aon+1

) ) iS  Snij
js  san 1j azn : n) @

P n
Hinweis: i:l ( nl) ist konvergent, nach[Z® auf der vorherigen Seite.
1

= monoton fallend ! 0.

P N
( nl) ist n||30ht absolut konvergent.
(nl)n = 1 divergent.

Hinweis:  Durch falsches Klammern koénnen Fehler auftreten: z.B.:
+1 1+1 1+1 1::: divergent, aber
+1 1)+ 1)+ 1)::: konvergent.

Y 8. Konvergenzkriterien fur Reihen

Satz 8.1 (Majoranten-/Minorantenkriterium). Es seien(a,) und (b,) zwei Folgen mit
janj by fir fast alle n. Dann gilt:

P P P

(i) Ist b, konvergent, dann auch ja,j (und somit auch ap).
P P

(i) Ist a, divergent, dann auch by,.

Beweis: p p
Es seiens, := ., jaj und tn := 7., b. Seing so, dassja,j by fiir alle n  ng. Dann
gilt

0 s Sn, th tng

() Ist (tn) Couchy-Folge, dann auch(s,). Somit (t,) konvergent impliziert, dass (s,) kon-
vergent ist.
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(i) Ist (sn) divergent, dann ist (s,) unbeschrankt. Daraus folgt (t,) unbeschrankt, also di-
vergent.

geispiel: p
2L konvergent nmar konvergent.

P
Satz 8.2 (Wurzelkriterium). Gegeben sei die Reihe a,. G‘}bt eseinc2 Rundeing2 R
mit 0 q < 1, sodass fir fast allen janj c¢ q" gilt, dannist  a, absolut konvergent.
Die obige Bedingung ist dann erfullt, wenn z.B.

lim P (an) < 1

(Fur =1, unbestimmt, fur > 1 divergent)

Beweis: p
Die Reihe ,11:1 q" ist konvergent. Somit aysh ¢ d'. Ausja,j ¢ q" fur fast alle n folgt
nach Sat auf der vorherigen Seite, dass ja,j konvergent ist.

Ist im " (a,) =1 g < 1, dann gilt far
Somit fir c=1 gilt obiges.

= L4 > 0. Also gilt janj < q" fur fast alle n.

— P
Hinweis  Gilt Iim||9 janj < 1, dannist  ja,j konvergent. (Dies ist eine Verscharfung vom
2. Teil, Satz[B82).

0+ % +0+ L +0+ %+  konvergent.
P—  0: fallsn ungerade
@)= 1.
5 . falls n gerade

jim © jan] existiert nicht, aber im ® janj=3<1 .
Satz 8.3 (Quotientenkriterium). Gegeben sel a, mit a, 6 0 fur fast alle n. Gibt es ein
g2 R mit 0<q< 1, sodass

an+1 .
(?) q fur fast alle n

an

P
Dannist  ja,j konvergent.
Die Bedingung (@) ist dann erfillt, wenn

im 2L < 1.
Beweis:
Es seing so, dass %2 g < 1firallen no. Dann gilt fir n>ng = g It
T . jan,]
a21‘”)—01.S|m|tgllt janj j an,j " "= J+;’J n,
423
o - jang| _PC P
janj ¢ gq" mit c= =12, Nach SatzZ[82 ist ja,j konvergentoder a, absolut konvergent.

qro -

Limes Superior

Seif =(an) gegeben.an =supfax :k ng.agx az az ::: (monoton fallend).
limf =1lim f =limsup f Limes Superior, groytmdglicher Grenzwert einer Folge.
liman =lim an (wenn lim a, existiert).
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Hinweis:  Die Reihenfolge dg Addition der Summanden einer unendlichn Reihe kann nicht

beliebig gewahlit werden. z.B.: *_, % =1 1+1 1+ (konvergent).

Durch Reihenfolge wird (lainl divergent:

1 1 1 1 1 1 1 1
1+§+§+7+ t oo 2t t t oG 7t
2 1 3 2
1 1 H; . 1 1 1 -1 11 i H H
1+ 3+ ¢ divergent: S+ 7+ z+ = 3(1+ 33+ ) (harmonische Reihe, divergent).

Y 9. Folgen, Reihen und Konvergenz in R"und C

Die Ergebnisse der YY 58 konnen zum gréyten Teil auf die RaumR" und C iibertragen
werden.

Wir haben die FolgenmengenAbb(N; R") und Abb(N;C). Abb(N;R") ist ein Vektorraum,
aber ohne Multiplikation der Folgen.

De nition 9.1.  Eine Folgef 2 Abb(N;R") heiyt beschrankt , wenn kf k := supfjf (n)j : n 2
Ng< 1 (d.h. kf k existiert).
!

fmj=: = i=1 Xi')
Konvergenzbegri in Abb( N, R")

Da in R" die euklidische Metrik gegeben ist, kann véllig analog die Knvergenz einer Folge
de niert werden.
Grenzwertsatze gelten zum Teil:

lim(f + g)=Ilim f +lim g.

limc f =c limf.
Keinen Sinn in R":

imf g=Ilimf limg

lim &= ot

Satz 9.2 (Komponentenweise Konvergenz).

Seif =(ap) ausAbb(N;C). (alsoa, 2 C). Somit gilt a, = n+1i ; n; n2R. Sei

a2Cmita= +i ,; 2R.Danngilt
a,! a, ay! und 4!
firn!l
Oa(lk)l 1!
Seif = (&) aus Abb(N;R") unda2 R". &, = @ . A unda= : . Dann gilt
ao n
A ! Ky g furallei=1:::
' g, & ! & furallei piin.

Beweis:
() Esgqiltfur z=x+1iy; X;y 2R:jxj | zj; iYi | z.
=) Somitj n jjan aj
# #
0 0
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Kapitel 1. Folgen und Reihen
(=1dzj j xj+jyl.jaan & j o j+tjan ! O
b
(i) analog O

Begrie wie Teilfolge, Divergenzkriterium, Satz von Bolzano-Weierstray, "-nq-Kriterium,
Couchy-Folge, Couchy-Kriterium gelten auch in Abb(N;C) und in Abb(N;R"). Die Kon-
vergenzkriterien fur Reihen gelten ebenfalls.

Beispiel (Quotientenkriterium):
roiz2C B = jzj 44 ! 0. Somit kongruent fiir jedesz 2 C. (€ ist die Summe)

2

Hinweis: f(x;y) = w.f(x;O)zl;f(O;y)= 1,f(x;y)=0.

X2+ y?
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Y 10. Reelle Funktionen

De nition 10.1. SeiD R;D 6 ;. Eine Reelle Funktion auf D ist eine Abbildungf : D !
R. Mit Abb(D; R) soll die Menge aller reellen Funktionen auD bezeichnet werden.
Operationen in Abb( D, R)
Es seienf;g 2 Abb(D; R);a2 R.

i) (f+9)(x):=f(x)+ g(x);x2D

(i) (a f)x):=a f(x)

(i) (f g)(x):=f(x) 9(x)

(iv) Angenommen g(x) 6 O fur alle x 2 D. 3 (x) = L)

(Abb(D; R);+; (iiy) ist ein Vektorraum uber R.
(Abb(D; R); +; iiy) ist ein Ring. Ein Ring ist eine Struktur (X; +; ), wobei (X; +) eine
kommutative Gruppe und (X; ) assoziativ und distributiv.

Hinweis:  Abb(D; R) ist gleich der Menge aller Folgen firD = N.

Beispiele:
(1) (Konstante Funktion )Seia2 R.&4:R! R;&(x):= a.

(2) (Identitat ) id: R! R;id(x):= Xx.
(3) (Potenz ) Seik 2 N:id* : R! R;id*(x) := xX.

X :x O
4) (Betragsfunkti jj:R! R;jxj:=
(4) (Betragsfunktion ) jj ixj .
(5) (Dirichlet-Funktion ) f :R! Rif(x):= ~ <29
0 :x2Q

(6) (Die-Groyte-Ganze-Zahl-Funktion JI1:R! R; [x]:=maxfz2Z:z xg
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Kapitel Ill.  Stetige Funktionen

p

(7) (Wurzelfunktion ) P-2.R~ [fOg! R;"X:=ymity>?=x;y 0

(8) (Kehrwert ) & :Rnf0g & (x):= 2

Graph einer Funktion

Istf :D! R, dann heiyt die Menge

X 2.
f f(x) 2R“:x2Dg
Graph von f, Symbol: G¢ .
\\\ y //
N d
\\ 2 + /o’—o
\\ ,
N d
\\\ 1+ &
AN d
I ] ] A ’ A ] ]
I T T hd T T
X
3 2 1 1 2 3

De nition 10.2 (Restriktion, Komposition).

() Gegeben seif :D! R und D® D. Dann heiyt fjpo;fjpo(x) := f(x);x 2 D° Restrik-
tion (oder Einschrankung ) auf DO (fjpo: f eingeschrankt aufD?)

fjpo2 Abb(D%R)
(i) Es seien f 2 Abb(D; R) und g2 Abb(E; R). Gilt f (D) E, dann existiert die Abbildung
g f:D! R (g f)(x):= g(f (x):

g f heiyt Verknipfung (Komposition )vongundf.g f 2 Abb(D;R).

Beispiele:
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Hinweis:  Gilt f;g 2 Abb(R;R), dann existierenf gund g f.Im Allgemeinen gilt f g6
g f,Beispiel:f (x):= x+1;9(x)= jxj. (f g)(x) = jxj+1;(gcircf)(x)= jx +1]j.

De nition 10.3 (Beschranktheit). Essei;& D R.f 2 Abb(D; R) heiyt beschrankt ,
wenn kf kp :=supfif (x)j:x2 Dg 1 (kfkp heiyt Norm vonf in D).

B(D) bezeichne die Menge aller beschrankten Funktionen audsbb(D; R). Wir sehen, dass
B(N) = It gilt.

Hinweise:
1.) k kp erfullt die Normeigenschaften f kp 0, kikp =0, f =0 ka fkp = jaj
kf kp; kf + gkp k fkp + kgkp (Dreiecksungleichung))

2))

Satz 10.4. Essei; & D R. Danngilt fir f;g 2B(D)unda2 R:f +g; a f; f g
sind aus B(D).

Beweis:
i+ 9 = jFx)+ gx)j )+ jgx)j  supfjf(x)j : x 2 Dg+ supfjg(x)j :
x 2 Dg= kfkp + kgkp 1 . Somit gilt fur alle x 2 D j(f + g)(x)] k fkp + kgkp,
kf + ng k ka + kng

Somit ist B(D) ein Untervektorraum von Abb(D; R) und ein Unterring.

De nition 10.5 (Monotone Funktion). Sei;& D R.
f 2 Abb(D; R) heiyt:

(i) monoton wachsend,

(i) monoton fallend,
(iiiy streng monoton wachsend,

(iv) streng monoton fallend,

(v) monoton,

(vi) streng monoton,
wenn

(i) Bxy2D)x y) f(x) f(y)
(i) (Bxy2D)x y) f(y) f(x)
(i) (8y 2D)(x<y ) f(x)<f(y)
(iv) 8%y 2D)(x<y) f(y)<f (x)
(v) (i) oder (ii)

(vi) (iii) oder (iv)
Beispiele:
id? ist nicht monoton.

id%jg+ ist streng monoton wachsend.
id%jg ist streng monoton fallend.
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Satz 10.6 (Monotonie und Umkehrfunktion). Ist f streng monoton (in D), dann ist f
injektiv (somit existiert f ) und f ! ist ebenfalls streng monoton im gleichen Sinn wié .

Beweis:

Angenommenf ist streng monoton wachsend. D.h.x; < X, ) f(x1) < f (X2). Somit ist
f injektiv. Also existiert f 1. f ! ist streng monoton wachsend. Seiery;;y, 2 f (D) mit
y1 <VYo2.y1 = f(x1) und yo = f(x2). Aus y; <y, folgt x; < x,. Aber f (y;) = x; und
f (y2) = xo. Somit f (y;) <f 2(y,). Analog, wennf streng monoton fallend ist. O

Y 11. Stetigkeit und Grenzwerte von reellen Funktionen

Umgebung eines Punktes aus R
U ist Umgebung vona2 R,wennU Rund9 2R; > 0 U ((@=(a ;a+ ) U

De nition 11.1 (Stetigkeit). Esseia2 D R undf 2 Abb(D;R) (f :D! R).
(i) f heiyt stetig in a, wenn
(8V Umgebung von f (a))(9U Umgebung von a)(f (U\ D) V)
d.h[l

8xp2D 8"'>09 > 08 (jx a< !jf(x) f@j<")
(i) Sei E D. f heiyt stetig in E, wennf in jedem Punkt von E stetig ist.

(i) f heiyt stetig, wenn f in D stetig ist (f ist in jedem Punkt ihres De nitionsbereiches
stetig)

f(a) +-------=—»" "V vorgeben

|

!

|

|

|

|

.

X

a

U muss existieren

Beispiele:

a) f (x) = %(x) (Konstante Funktion = c2 R)
f ist in jedem a 2 R stetig. GegebenV Umgebung von f (a). Wahle U  beliebige
Umgebung vona. Dann gilt: f (U)= fcg= ff(a)g V.

b) id ist Gberall stetig. a2 R, V Umgebuing von id(a). U := V. id(U)= U=V y id(U)
V.
(

c) Sprungfunktion f :R! R; f(x):= é §< 8

Ergénzt, um eine De nition der selben Form wie in der De niti on der gleichmayigen Stetigkeit , Def. [Z7] auf
Seite B9, zu haben.
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f ist in O nicht stetig. V= Umgebung von f (0) = 1. Jede UmgebungU von 0 enthalt
negative Zahlen. SeiV = U%(l). f(V)30und 02 U%(l). Also f (U) 6 V. Somit f nicht
stetig in 0.

d) f 2 Abb(N;R) istin allen Punkten stetig (weil U%(n) die Bedingung erfullt: f (U%(n)\ N) =
ff(n)g V Umgebung von f (n)).

Satz 11.2 (Lokale Eigenschaft der Stetigkeit). Seif :D! Runda2D.Ist W eine
Umgebung vona, dann ist f stetig in a genau dann, wennf jy\ p Stetig in a ist.

Beweis:

=) Seif stetig in a, V eine Umgebung vonf (a). Es gibt eine UmgebungU von a mit
f(U\ D) V.EsgiltU\ (W\ D) U\ D.Somitfjw\p(U\ (W\ D)) =f(U\ (W\
D)) f(U\ D) V. Somitist fjw\p stetig in a.

( = Seifjw\p stetig in a und V eine Umgebung vonf (a). Somit gibt es U° Umgebung
von a mit fjw,p(U°\ (W\ D)) V. SeiU:= U°% W.DaU%W Umgebungen vona,
ist U Umgebung vona. Dann gilt f (U\ D) = f((U°\ W)\ D)= f(U° (W\ D))=
fjw\p (U°\ (W\ D)) V. Somitf stetigin a. O

Satz 11.3 ("- -Bedingung). Seif 2 Abb(D;R) und a 2 D. Dann gilt: f ist stetig in a
genau dann, wenn

(11.1) (8"> 0)(9 > 0)(8x 2 D)(jx aj< )j f(x) f(aj<")

Beweis:

=) Seif stetig in a. Gegeben sel' > 0. SetzeV = U-(f (a)). Dann gibt es eine Umgebung
Uvonamit f(U\ D) V.DaU Umgebungvonay 9 > Omit U (a) U. Dann gilt
f(U@\ D) f(U\D) V.Alsofirallex2 D:f(U (a)) U-(f(a)). Dies bedeutet

().
( = Es sei die"- -Umgebung erfiillt. GegebenV - Umgebung vonf (a). GesuchtU. Sei" > 0
so, dassU-(f (a)) V (" existiert weil V Umgebung). Dann gibt es > 0 mit (CTT).

SetzeU := U (a). Dann bedeutet (IT1)f (U\ D) U-(f(a)) V.Somitf(U\ D) V.
Somit f stetig in a. O

Satz 11.4 (Folgenbedingung). Seif 2 Abb(D;R); a 2 D. Dann gilt: f ist stetig in a
genau dann, wenn

Fur jede Folge (Xp)n2n in D mit x5 ! a;n!l qilt

(11.2) . .
nI!llm f(xn) #= f (a) =f (n!{lmxn)
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Beweis:

=) Seif stetigin aund (Xp)n2n in D (d.h. X, 2 D) mit X, ! a. Zu zeigen:f (xp) ! f(a).
SeiV Umgebung vonf (a) und U Umgebung vonamit f (U\ D) V.Dax,! aundU
Umgebung vonay fastalle x, 2 U. Somit fast allef (x,) 2 V. Das heiytf (x,) ! f(a).

(= (:): ) Seif nicht stetig in a. Das heiyt 9V Umgebung von f (a) 8U Umgebung von
a.f(U\ D) 6 V. SeiV solch eine Umgebung vorf (a). Wir betrachten die Umgebung
Un;(a);n 2 N. Dann gibt es fur jedesn ein xp mit f (x,) 2 V. Somit ist (f (xn)) eine
Folge mit f (x,) Z V fur jedesn. Das heiytf (x,) 6! f (a), aberx, ! a, weil jx, aj< %

Somit ist (CI2) nicht erfillt. O
Satz 11.5 (Stetigkeit und Operationen). Es seienf;g 2 Abb(D;R) unda 2 D; 2 R.
Angenommenf und g sind stetig in a. Dann gilt:
i f+g
(i) f
(i) f g

(iv) Gilt g(x) 608x 2D, dann &
sind stetig in a.

(v) (Kettenregel )Ist h:E! R mitf(D) E undh iststetigin f (a), dannist auch(h f)
stetig in a.

Beweis:

(i) bis (iv) folgen unter Verwendung von Satz[IT:4 auf der voherigen Seite aus Satz 5.9 auf Seite 15
(Grenzwerte fur Folgen).

(v) Sei (xn) Folge ausD mit x, ! a. Somit gilt f(x,) ! f(a), da f stetig in a. Aus
f(xp)! f(a) folgt h(f (x,)) ! h(f (a)), dah stetig in f (a). Aber h(f (xp))=(h f)(Xn)
und h(f(a))=(h f)xn)=(h f)(a). O

Polynome und rationale Funktionen

pe nition 11.6.  Ein Polynom (oder Polynomfunktion) ist eine Funktion P : R ! R; P(x):=
n

ko & XK mitn2N%undac2 R fur 0 k n.

Hinweis:  Polynome sind stetige Funktionen.
P(x)=a, x"+ +a Xx+a=a, id"(x)+ +a; id(x)+"g. Daid;#g stetig Satz 11.5
anwenden.

De nition 11.7.  Eine Funktion h: D ! R heiyt rational , wenn es zwei Polynomey und f
mit g 6 © gibt, sodassh = ‘;%; D :=fx:g(x)60g.

Hinweis:  Rationale Funktionen sind stetig (in D). Dies folgt aus dem Hinweis oben und
Satz 11.5, (iv).
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Bemerkung: Seif :D! R; D° D; a2 D% Istf stetigin a, dannist f jpo stetig in a.

Beweis:

Es gilt: V : Umgebung von f (a), dann gibt esU Umgebung von a mit f (U\ D) V.
Da a 2 DOgilt fjpo(a) = f(a). Somit ist V eine Umgebung vonf jpo(a). Weiterhin gilt
fipo(U\ DY=fU\ D% f(U\ D) V. O

Die Umkehrung gilt nicht.

Beispiel:

f nicht stetig in 0, aber f jg+ [ o ist stetig in 0.

j J :R! R ist Uberall stetig:

4~

Fur x > 0: Aus 11.2 auf Seite 31 folgfj j stetig in X, wennj j, stetig in X. V Umgebung
von jxj = x, dann wahleU := V. Dann gilt f (U\ W\ R) V.

Firx< OU:= V:=f x:x2Vg
Fir x =0: GegebenV. Wahle "> 0, und U-(0) V; U:= U.(0). Dann gilt f (U) V.

Satz 11.8 (Lokale Trennung). Esseia2 D Rundf :D! R;g:D! R beide stetig in
a. Gilt f (a) > g(a), dann gibt es eine Umgebung) von a mit f (x) > g(x) fur jedesx 2 U\ D.

Beweis:

Sei" = %(f (&) g(a) >0.Daf + gstetigin aistf gstetigin a. SeiV = U-((f g)(a)
Umgebung von (f  g)(a). Dann gibt esU Umgebung von amit (f g)(U\ D) V. Das

bedeutet, dass furx 2 U\ D gilt: (f g)(x) 2 U-((f g)(a)). Somit(f g)(x)>(f g)(a) "=

2" "=">0Alsof(x) g(x)>0y f(x)>g(x). O

Folgerung 11.9. Seif : D! R;; & D R. Ist a Haufungspunkt vonD, dann gibt es
hdchstenseine in a stetige Funktion F mit

F:D[fag! R undFjpniag= fipnfag:

(F heiyt stetige Fortsetzung von f in a.)
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Beweis:

Angenommen nicht. D.h. es gibtF; G 2 Abb(D [ a;R) mit Fjpntag= Gjonfrag= fipnfag Und

F(a) > G (a) und F und G sind stetig in a. Dann gibt es nach 11.8 eine Umgebunty von a mit

F(x) > G (x) fur alle x 2 U\ D. Da a Haufungspunkt von D, gibt esx2 D\ U; x 6 a. Also

x2 Dnfag. Danngilt F(%) > G (%) F(*) = f (%)= G(x) Widerspruch.(Also F(a) = G(a)).
O

Es braucht keine stetige Funktion zu existieren:

y

C

... hat keine stetige Fortsetzung in 0.

De nition 11.10 (Grenzwert einer Funktion). Grenzwert
Es seia Haufungspunkt vonD, D R undf 2 Abb(D; R). Die Zahl b2 R heiyt Grenzwert
von f in a, wenn es eine FunktionF gibt mit

() Fibntag= fipnfag
(i) F ist stetig in a
(i) F(@=b
Schreibweise:)!i!maf (X)= b, oderf(x)! b;x! a

Hinweis: f : D ! R mit a 2 D ist stetig in a und a Haufungspunkt von D, dann gilt:
limy, of (X) existiert und limy, 4 f (x) = f (&) und umgekehrt.

Beispiel (1):
|
o X
1: x60 . . _ L -
f(x):= 0: x=0 il!mof (x)=1; f(0)=0. (f ist nicht stetig in 0)
Beispiel QZ):

f(x):= X2 n2N;a2 R.Esgilt x" a"=(x a)(x" *+alx" 2+ax" 3+ +a" ),

n 1 n 1
f(X): (x a)(x(X +a) +a ).
firnfag(X == X" L+ +a" !l na YHx! a

Satz 11.11. Es seia HaufungspunktvonD R;f 2 Abb(D; R). Dann sind folgende Aussagen
aquivalent:

(i) f besitzt in a einen Grenzwerth.
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(i) 8> 09 > 08x2Dnfag(jx aj< )j f(x) bh<")
(iiiy FOr jede Folge (xn) in D nfag mit x, ! agilt f (x,)! b;n!l

Satz 11.12 (Grenzwertsétze). a Haufungspunkt von D R, f;g 2 Abb(D;R) mit
limyr of (X) =2 ujlimy a0(X)=v; 2R

() lim(f +g)(x)=u+v

(i) lm  fe0= u

(i) lim (f g)(x)=u v

(v) u=0) limu f =0

(v) Gilt f(x) g(x)firallex2 U\ D, U Umgebung vona dann gilt u v.

(vi) (Kettenregel ) SeiE R undu HaufungspunktvonE undf (D) E,f? 2 Abb(E;R)
mit limy, o f7(y)= w, danngilt f* f! w;x! a

Satz 11.13 (Couchy-Kriterium). Seia Haufungspunkt vonD, D R undf 2 Abb(D; R).
f besitzt genau dann einen Limes (Grenzwert) ina, wenn

(11.3) (8"> 0)(9 > 0)(8x;x°2 D nfag)(jx a&<; x° a< )jf(x) f(x<")

Beweis:

=) f besitze einen Grenzwerth. Gegeben sei' > 0. Sei"? := 5 > 0. Fiur "9 gibt es nach
11.11,(3i)) ein > Omit jf(x) bj<"Ofir jx aj < .Dieses istauch gut fir ". Sind
x;x%2 D nfagmit jx aj;jx° aj< ,danngiltjf(x) fx% =jf(x) b+b f(x9j
jf) b+jb f(x9 "0+ 0=

( = Es sei(xp) eine Folge inD und x, ! a. Da a Haufungspunkt von D ist, existiert solch
eine Folge. Gegeben séi> 0. Sei" > O fUr dieses" gewahlt so, dass (11.3) gilt. Dann
gilt fur fast alle n jx, aj < . Somit gilt fur fast alle n jf (xn) f(xm)j <" fur fast
alle n und m. Also ist (f (x,)) eine Couchy-Folge und somit konvergent. Es gilt: Fir eine
beliebige Folge(x,) ausD mit x, ! aist (f (x,)) konvergent. Dies bedeutet|imy, 4 f (x)
existiert. O

Beispiel:

24
} 1

0 X

lim f (x) existiert nicht. lim f(x)=1 lim f(x)=2
x! 0 x! 0 x! O+

De nition 11.14 (Einseitiger Limes). IstD R, aist ein Haufungspunkt vonD\ (1 ;a)
und f 2 Abb(D; R). Dann heiyt lim 2D>\<!( 2 wenn er existiert, linksseitiger Grenzwert
X )

von f in a, Schreibweise:limy, 5 f(X).
Analog: Rechtsseitiger Limeslimy; a4+ f (X).

mathe2/2005-03-23 35



Kapitel Ill.  Stetige Funktionen

Es qilt:
lim f (x) existiert , lim f(x) und X!irg f (x) existieren und beide sind gleich.
X! a X! a+ H

Dann gilt auch: limy; af (X) =1lim 51 2 f(X) =1lim x;1 a+ f(X)

y

0
f istin O nicht stetig, aber limy, of (x) existiert und ist 1.

Y 12. Eigenschaften von stetigen Funktionen

Satz 12.1 (Zwischenwertsatz). Es seil ein Intervall, | 6 ; und fl | R stetig. Sind
y1;¥2 2 (1) mit y; <y, dann gilt [y1;y2] f(l), mit anderen Worten:

Ist z 2 [y1;y2] und X1;%x2 2 | mit y; = f(x1);y2 = f(X2), dann gibt esx mit f (x) = z und
x liegt zwischenx; und x».

Beweis:
Wir de nieren zwei Folgen (a,) und (b,) induktiv (Beweis fur f (x1) f(X2)):

ag = ?1; by := Xo; rn = %(an + )

r f(xp) <z

an+1 = .
( : sonst
f(xp) <z
by = T
rn, :sonst

(an) und (by) haben folgende Eigenschaften:
1) f(an) z f(bn)

2)a & an, b by (wennx; Xp)
bhh b b an a; (wennxz  Xp)

3) jbh anj= zn% X1 X2j! On'1l
4) limpy an =limy; by Seix :=limy;  an.

5) f(an)! f(x)undf(ly)! f(x),weilf stetigundf(a,) z f(by).
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y Iimf(a,)= z= f(x). O
Folgerung 12.2. Ist | ein nichtleeres Intervall undf : 1 ! R stetig, dann istf (1) auch ein
Intervall.
Beweis:

Ware f (1) kein Intervall, dann gabe es Punktey; <y <y, mit y;;y, 2 f (1), abery 2 f(I).
Dies widerspricht 12.1.

Satz 12.3 (Umkehrfunktion und stetige Funktion). Seil 6 ; ein Intervall und f : 1!
R stetig.

(i) f ist genau dann injektiv, wennf streng monoton ist.

(ii) Ist f streng monoton (und somit injektiv), dannistf *:f(l1)! R streng monoton (im
gleichen Sinn wief ) und stetig.

Beweis:
(i) f streng monotony f injektiv, klar. Sei f injektiv und angenommenf ist nicht streng
monoton. Dann gibt es drei Punkte x1;X2;X3 2 | mit X3 < X2 < x3 und entweder
(1) f(x1) <f (x2) und f (x3) <f (x2) oder (2) f (x2) <f (x1) und f (x2) <f (X3).
Es gilt in (1) f(x1) <f (x3) <f (x2) oderf(x3) <f (Xx1) <f (x2) (f(x1) 6 f(xz2), well
X1 6 X3 und f ist injektiv). Laut 12.1 gibt es x 2 [x1;Xx2] mit f (x) = f (x3), Widerspruch
oder einx 2 [Xz;x3] und f (x) = f (Xx1). (alsox 6 xj).

Fall (2) verlauft analog.
(i) f ! streng monoton, weil
(?) X1 < X2) f(x1) <f (x2)

Aber (?) ist gleich
X1 < X2, f(x1)<f(x2)

Angenommenf ! ist streng monoton wachsend. Daf stetig ist, ist f (1) ein Intervall.

Es seia 2 | und kein Randpunkt von |. Sei > 0so, dassU (a) |.Dannistf (U (a))
ein Intervall J mit f(a) 2 J. Es gilt f (f(a)) = a. Ist "> 0so, dassU-(f (x)) Jvy

f (U (f(x)) U(a).Alsof !inf(a) stetig.

Es seia Randpunktvon | . Gilt f (a,) ! f (a). Seia oberer Randpunkt und (f (a,)) streng
monoton wachsend.y a, < an+1, weil f streng monoton wachsend.(a,) beschrankt,
weil a, a. (a,) konvergent. Seia, ! b a. Daf stetig ist, gilt f(a,) ! f(b) und
f(a))! f(a)y f(a)=f(b)y b= a. Also ausf(a,)! f(a)folgta,! a, d.h.f *ist
stetig in f (a). O

Beispiel:
Sein2 Nunda2 R mita 0. Pé = b mit n" = a. Existenz von 95 folgt aus dem
Vollstandigkeitsaxiom von R, (analog wie Z a).

f(x):R* I R; f(x):= "X ist streng monoton wachsend.

Wir verwenden Satz 12.3. Es reicht zu zeigerg(x) := x" ist streng monoton wachsend. Es sei-
enx;y 2 Rmit0 x<y.Zuzeigenx" <y". y" x" = ﬁy{zxg fy” Y+ yn 2{2x+ + x" 1?.
>0 weil y>x positiv, da alle Summanden positiv

Summe > 0, da alle Summanden > 0.

Somity" x" > 0, alsox" <y".
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Y g(x).ii. X"
X
X
De nition 12.4 (Kompakte Menge). Eine Teilmenge von R heiyt kompakt , wenn sie
abgeschlossen und beschrénkt ist.
Hauptbeispiel: Abgeschlossene Intervalle der Gestaltfa; bl mit a b; a;b2 R.
a b

Satz 12.5. Essei;& D Rundf :D ! R stetig. Ist D kompakt, dann istf (D) auch
kompakt.

Beweis:
SeiD kompakt.

(i) Wir zeigen, dassf (D) beschrankt ist (indirekt).

Angenommenf (D) ist nicht beschrankt. D.h. (8n 2 N)(9x, 2 D)(jf (Xxn)j > n). (X,) ist
eine Folge inD und D ist beschrankt. Nach Bolzano-Weierstray (Satz 6.5 auf Seé 18)
besitzt (x,) eine konvergente Teilfolge(xn,). Xn, ! a;k!1 (a Haufungspunkt von
D, weil unendlich viele x, verschieden sind). DaD abgeschlossen ist, folga 2 D. Da f
stetig ist,gilt f (xn, ) ! f(a). Aber jf (Xn,)j >nk Widerspruch.

(i) Wir zeigen: f (D) ist abgeschlossen, d.hf (D) enthélt alle seine Haufungspunkte.

Sei b Haufungspunkt von f (D). Dann gilt (8n 2 N)(9x, 2 f(D))(yn 2 U.(b)). D.h.
Yn! b Seix, 2 D mit f(Xn) = Yn. (Xn) ist Folge in D und D kompakty Es gibt (Xn, )
konvergent. Es geltex,, ! a;a2 D.f stetig. Somitf (x,, ) ! f(a)y b= f(a). Also
b2 f (D). O

Satz 12.6 (Minimum und Maximum). Sei; & D Rundf : D! R stetig. Ist D
kompakt, dann existierenmin f (D) und maxf (D), d.h. es gibta;b2 D mit f (a) f(x) f(b)
fur jedesx 2 D.

Beweis:
Wir beweisen maxf (D) existiert. f(D) 6 ; (weil D 6 0) und beschrénkt, siehe 12.5y
supf (D) existiert. Es gilt supf (D) 2 f (D) oder supf (D) ist Haufungspunkt von f (D).

Gilt supf (D) 2 f (D), dann gilt supf (D) =max f (D).

supf (n) Haufungspunkt bonf (D): Daf (D) abgeschlossen, siehe Satz 12.5. Somitpf (D) 2
f (D). Also auch in diesem Fallsupf (D) = max f (D).
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De nition 12.7 (Gleichmayige Stetigkeit). Sei;&D R;;&E Dundf:D! R.
f heiyt gleichméayig stetig auf E, wenn

(8> 0)9 > 0)(8a2 E)(8x2D)[jx a< )jf(x) f(aj<"l]

Folgerung 12.8. Ist f gleichmayig stetig aufE, dann ist f stetig aufE.

Beweis (Logik):

(Ba2 E)(8"> 0)(9 > 0)(Bx 2 D)[:::]
(8"> 0)(8a2 E)(9 > 0)::: stetig
(8> 0)(9 > 0)(8a2 E)::: gleichmayig stetig *

Beispiele:
1) f :=id2:R! R;x! x2.f istnicht gleichmayig stetig auf R.
Sei" := 1. Sei > 0 gegeben. Seiy = % x = y+ 5. Dan gilt jx yj= 2<
)2 yA=14(5)?> 1=
y
@ R
X

2)
% ist nicht gleichmayig stetig in (0;+1 )

3.) Seir> 0. idzj[ rro [ r]! R st gleichmayig stetig in [ r;r ]

x! x2

Satz 129. Sei;& D Rundf :D ! R stetig. Ist D kompakt, dann istf gleichméayig
stetig.

Beweis:
Der Beweis bengtigt eine spezielle Eigenschaft von kompag&h Mengen, die zuerst bewiesen
werden soll.

Uberdeckungseigenschaft von kompakten Mengen

Satz 12.10 (Heine-Borel). Es sei D eine nichtleere Menge inR. Fir jedes x 2 D, sei
eine Zahl > 0 gegeben. Dann gibt es endlich viele Punkte au3, Xi;:::;Xm mit D
Uyl [ U x,)(Xm)- (Jede o ene Uberdeckung vorD enthélt eine endliche Uberdeckung
von D)

Das bedeutet, es muss ein  existieren, dass die Eigenschaft fur alle " erfullt. Konkret: z.B. f (x) := €X ist nicht
gleichméayig stetig. Die Funktion steigt fir groye  x sehr steil an. De niert man ein " auf der y-Achse, so wird
das auf der x Achse fur groyere a immer kleiner. Da es fir alle a gelten soll, missen wir den Grenzwert bilden,

und der ist 0, jedoch > 0 vorausgesetzt. Also existiert kein entsprechendes . -tv
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Beweis (indirekt):

Wir konstruieren eine Folge von Intervallen (I0)n 2 I mit 141 In;jln+aj = % jInj induktiv.
D kompakt. D beschré‘mkty 9%k 2 Nmit D [ k;+K]. Seily :=[ k;+Kk]. Wir nehmen
an, dassD = 11\ D 6, Uqgx)(x), fir jede endliche MengeM . Wir setzen voraus, dass
I1;:::; 1 bereits konstruiert und

[
(? In\ D6 U (x)(x) fur jede endliche MengeM :
x2M

Wegen (?) mussl, \ D oderl}\ D (?) erfillen. Angenommenl , \ D erfiillt ( ?). Dann de niere
Ins1 == 1,,s0nstly4 = 15.1,\ D & ; fur alle n. Seia, 2 1,\ D. Die Folge (a,) ist eine
Couchy-Folge, weiljlns1j = 3 jlnjy jlansti = 2 iliilnss ln-@am 21\ Dim  ny
jam  aj < ZA jlij fur alle m;k  n+1. Also (a,) Couchy-Folge.(a,) konvergente Folge. Sei
a2 R mit a, ! a. Da D abgeschlossen ist folga 2 D. Dann gibt es einn mit 1, U (5(a).
Sein so, dasss jlij < (a). Danngilt, da a2 I,: Fir x 2 1, gilt jx a 4 jlij< (a),
alsox 2 U ((a). Dafar I, \ D (?) giltund D\ I, U (5(a), ergibt sich ein Widerspruch.
Also war die Annahme falshc. O

Beweis (von Satz 12.9 auf der vorherigen Seite):
Seif stetigauf D und "> 0. Daf stetigin D gibt es fur jedesa 2 D fiir "%:= 5 ein -o(a) so,
dass

jx a< w(a))j f(x) f(@j<"° (x2D):
Sei (a):= 3 wo(a). (klar (a) > 08a2 D). Somitist U (,(a) : a2 D eine o ene Uberdeckung
von a. Da D kompakt folgt: Es gibt eine endliche Uberdeckung vonD. Sei dies

(?) U ) (X1)5::5U (xny (Xm) -

N[

seienx;y 2 D mit jx yj< o. Esgibtk mit x 2 U (,(xx) (k existiert weil (?) Uberdeckung
von D), d.h. jx  Xkj < (Xk) = 2 wo(Xk) < o(Xa).

Also gilt: jx  Xgj < =o(Xk).

Jy xd=ijy x+x Xj jy xj+jx xd< o+tf(xk) 2 (Xk)= ro(Xk). Also
Iy Xk < oro(Xk).

Wir haben jf (x) f(y)i=jf(x) fx)+fx) FWi &) F&x)i+if (x) fy)
"04 "0=2 "0= " x-y beliebig ausD, alsof gleichmayig stetig aufD. O
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Y 13. Dierenzierbarkeit

De nition 13.1. Sei;&&D R,undf :D! R.

(i) Ist a2 D, dann heiyt f dierenzierbar in a, wenn a Haufungspunkt vonD und ein
b2 R und eine Funktionr(x): D! R existieren mit

f(x)y=f(@+b (x a+r(x) 82D

und

im 1) =g
x! a X a

(r(x) heiyt Restfunktion)

Dies ist aquivalent mit
im L@FN @ _

Mo _ B

Di erenzenquotient

(0 f@_,
X a

lim
x! a

(i) Gilt ;6 E D, dann heiyt f di erenzierbar auf E wennf in jedem x 2 E dieren-
zierbar ist.

(iiiy Die zahl bist eindeutig bestimmt. b heiyt Ableitung oder Di erentialquotient von f
in a.
Schreibweise:f (a) oder g—x(a).

(iv) Ist f auf D dierenzierbar, dann heiyt f° Ableitung zu f.

Beispiel:

1) &x)=42! (&)°=0

2.) id(x) := x, (id)Ax) = tx)=1

0
3) :Rnfog! Ry F(x):= 5! § (0= gy

41
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Kapitel IV. Di erentialrechnung
Geometrische Deutung der Ableitung

f(x)

fYa)

Satz 13.2. Istf : D! R; a2 D, dann folgt aus der Dierenzierbarkeit von f in a die

Stetigkeit vonf in a.
Beweis:
Da limp; ¢ W existiert mit h! Ofur h! O, mussf(a+ h)! f(a) fur h! 0. Dies
bedeutet f ist stetig in a.

Die Umkehrung gilt nicht.
Seif (x) := jxj und seia=0.

y
1
h, = 1 f@O+hy) f(0) ==
n hn =
1
h, = o = Ll = 1
n
- 0 = XAlsoj j in O nicht di erenzierbar.

Satz 13.3. Esseiena2 D R; f;g :D! R beide dierenzierbar in aund 2 R.

Dann gilt:

(i) f + gdierenzierbar in aund (f + g)%a) = fYa) + g¥a).

(i) f dierenzierbarin aund ( f)%a)= f Ya).
(iii) ( Produktenregel ) f g dierenzierbar in aund (f g)%a)= f%a) g(a)+ f(a) g¥a).

(iv) ( Quotientenregel ) Falls g(a) 6 0, dann ist fa di erenzierbar in a und

f °(a): %) 9@ f(a) g%a).
(g(a))?

(v) (Kettenregel )Ist h:E! R mit f(D) E und h ist di erenzierbar in f (a). Damit ist
h f dierenzierbar in aund (h f)%Ya)= ho(f(a)) fYa).

Beweis:
(1), (i) klar, Grenzwertsatze fur Funktionen
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(iif)
im f(h+a) gh+a f(a g(a)
h! 0 h
= IimO%[f (h+a) gh+a) f(a) gh+a)+f(a) gh+a) f(a) g(a)

f(h+a) f(a) gh+a) g(a
a h

=g(@ fYa+f(@ g%s)

= m,ath+ 2 i, @

(iv) 1. Fall 9U Umgebung von a, fjy= f\(a) = a.
Dannist (h f)(x)= h(f (x)) = h(f (a));x 2 U, LD (1A = g.x 2 Yy, Also
(h f)Ya)=0, h%f (a)) [(@: hYf (a)) 0.
0

2. Fall 9(xp) in D, x,! aundf(x,) 6 f(a).

(h H)xa) (b f)@ _ (h f)xa) (h f)@ f(xn) f(a)

Xn @ f(xn) f(a) Xn @

i (Do) (D@ _ (D) (D)

n'i Xn a ni1 f(xn) f(a)
I I

+oim O0) T() h(f (xa))  h(f ()
n!1 Xn a f(Xn) f(a)
(h )%= hAF(x)) FY@f (xa) ! f(a); weil f stetig

0 0
(v) Es reichte ® zu berechnen. Dann folgt ﬁ und daraus fE =(f é)o.
1 0 1 1
a0 - X g i 9)(x)
—id(al+h) id(la) _ aF a3 _ h - 1, 1 0
h h h a (a+ h) a?+a gno a2
Beispiele 13.4.

() Sei P(x):=a, x"+ +a; x+ag. PX)=a, n x" 1+ +a.

(i) Rationale Funktionen sind in ihrem gesamten De nition sbereich di erenzierbar. lhre Ab-
leitung ist wieder eine rationale Funktion.

Satz 13.5 (Umkehrfunktion). Es seil ein Intervall mit mehr als einem Punkt (jlj > 0),
f i1 ! R, injektiv und stetig auf | . Weiterhin sei f in a2 | dierenzierbar.

Dann ist die Umkehrfunktion f :f(1)! R genau danninb:= f (a) di erenzierbar, wenn
f%a) 6 0. Ist f !in bdierenzierbar, dann gilt:

1 1

FRE@ = D= rory = o 19y
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Beweis:
(i) Seif !in bdierenzierbar. Dann gilt nach 13.3,(v)
£t %@=(f H%y Ya)
1
(id)%(a) = 1

Also (f H%b) fAa)=1y f%a)60. Also existiert (f 1)Ab) sy

(i) Es seinunf9%a) 6 0 vorausgesetzt. Sei die folgende Funktion:

(

fx) f(a) .
—0 18 :x2lnfag
f Aa) IX=a

ist stetig auf | (weil f stetig auf | und f di erenzierbar in a).

(x)60furx21. ( a)60,weil f%i)60.Wirde ( x) =0 fir x 6 ay f(x)
f(a) y f nichtinjektiv, Widerspruch.

Es gilt sonst fir x 2 | nfag: x a = % Setze x :=f (y)(y = f(x));a:

— — O N (O --
f 1)(b= (@) iyt = ﬁ = Y5 = fll)(y) fur alley 2 f (1) nfhg.

stetig, f ! (112.3 auf Seite 37)y f 1 stetig. Somit existiert

(f )
Z
. 1 _ f Yy) f (b _ 1°
MO T om Wy b 1 ®
1
1 1 1

( 0 (a (%)
O

Folgerung 13.6 (Ableitung der n-ten Wurzel). R-. [0;1)! Ristinjedem Punktx > 0
di erenzierbar und es gilt:

_o,.,_1 1
(?) P 0= =

( 9 Y)n 1
In x =0 ist - nicht di erenzierbar.
Beweis:

Wende 13.5 an:f :=id";fq(x)=n x" ! (fir x> Oist f°6 0, fir x =0 ist f °=0).
fl=PR- (¢ HYf(x)= L= oty

nxn I

y= )= x"x= Ry(f HAy) = srpdr 0
(P0=(xh)0= 1 xh 1,

Y 14. Mittelwertsatze der Di erentialrechnung

Satz 14.1 (Rolle). Es seil =[a;b;a<b;f : 1! R stetigundf dierenzierbar in (a;b) =:
10, Gilt f(a)= f(b). Dann gibt es wenigstens eirc 2 1° mit f(c) = 0.
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y
f(a)=f(b

Beweis:
Da | kompakt und f stetig auf | sind, existierenmaxf (1) und minf (1).

Gilt maxf (I)=min f (1), d.h. f ist konstant auf |, dann gilt fur jedesc2 1°f%c)=0.

Seiminf (1) < maxf (). Angenommenminf (1) 6 f(a)(= f(b). Es gibt ¢ 2 1° mit
f (c) = min f (1). Wir zeigen, dassf {c) =0.

Seix; = c+ %;n 2N xp! c;xp >c;f (xp) (o). W! " f%c) 0. Sei
Yo = Cc+ N2 N.yn ! oy <cf(yn) f(0). W! . fY%9 0 somit
f9c)=0. O
Satz 14.2 (Erster Mittelwertsatz der Di erentialrechnung ). Seil :=[a;hb;a<b;f :

I I R stetig und aufl® di erenzierbar. Dann gibt es mindestens einc 2 1° mit % =

f Yo).

f (b

f (a) -

Beweis: o
Seih die Hilfsfunktion h(x):= f(x) M2 1t@«x  g)

h ist stetig auf |

h ist di erenzierbar auf 1°

h(a) = f (a)

h(b) = f (a)
d.h. h erfillt die Voraussetzungen des Satzes von Rolle ( 14.1 aufed vorherigen Seite). Somit
gibtesc2 19 mit h%c)=0.0 h¥c)= fqc) B 1= O
Satz 14.3 (Ableitung der monotonen, di erenzierbaren Funk tionen). Seif :1 ! R,

| ein Intervall mit jlj > 0. Seif auf| dierenzierbar. Dann gilt:

(i) f ist genau dann monoton wachsend, wenf%x) 0;x 2 I.
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(i) f ist genau dann monoton fallend, wenrf {x) 0O;x 2 1.

(iii) Gilt f9x) > 0(f (x) < 0), dannist f streng monoton wachsend (streng monoton fallend).

Beweis:
i . f(y) f(x) -
Es seienx;y 2 | und x <y . Man wende 14.2 aufyix an (= f qb)). O

Die Umkehrung von (iii) gilt nicht. Beispiel x® im Punkt 0.

Folgerung 14.4. Seif :1 ! R, 1 ein Intervall mit jlj > 0. Seif auf | dierenzierbar und
f9x)=0;x 2 1. Dann ist f konstant aufl.

Beweis:

fAx) Oundf9Yx) Oy f monoton wachsend und monoton fallendy f konstant. O
Satz 14.5 (Zweiter Mittelwertsatz der Di erentialrechnun g). Seil =[a;b;a<b;f :
I ' R;g:1! R beide stetig aufl und beide dierenzierbar auf I°. Sei gqx) 6 08x 2 I°

(somit g(a) 6 g(b), Rolle). Dann gibt esc?2 1°:

b a f() f(@ _ Yo
b a gb 9@ gAo

Beweis:

Sei h die Hilfsfunktion h(x) := f (x) fggg; ;((:)) (a(x) o(a). h erfillt die Voraussetzungen
von Rolle ( 14.1 auf Seite 44). Es gibtc2 1° 0 = h%c) = f Yc) % g%c). O
Wichtige Anwendung des zweiten Mittelwertsatzes:

Satz 14.6 (Regel von de I'Hospital). Seil ein Intervall und a ein Haufungspunkt vonl .
Ferner seienf;g :1 ! R, dierenzierbar auf | nfag mit gx) 6 0 fur alle x 2 | nfag.

f(x)

dann existiert auchlimy; 5 300

Gilt limy, o f (X) =1lim x1 4 9(x) =0 und existiert limy, 5 gz(x),
und beide Grenzwerte sind gleich.

(Anwendung, ggf. mehrfach, fallslim fgg; bestimmt werden soll und zu kompliziert ist.)

Beweis:
Es seien ( (
f(t) :t21 nfag G(t) = gt) :t21 nfag

F@):=
® 0 t=a 0 t=a

F und G stetig auf | [f ag [da f;g stetig sind Grenzwert in Pkt. a = 0]. F und G sind
di erenzierbar auf | nfag. G(x) 6 0 fir alle x 2 | nfag, weil gqx) 6 0 (nach Rolle, 14.1
auf Seite 44). Gegeben set 2 | nfag. Der zweite Zwischenwertsatz liefert (x) 2 (a;x) mit
L) = FO9 F(a) - EX0)) o L1 0)) Wegenj (x) aj<jx ajgiltx! a) (x)! a Aus

g(x) G(x) G(a) GY( (X)) g%( (x)) -
der Existenz von limy: 4 0( folgt die Existenz von limy; , g(x; und die Gleichheit beider.
O

Bemerkung 14.7. Satz 14.6 kann man auch auf die Fallec! 1 angewandt werden.
Istf : D! R;supD =+ 1, dann schreibt manlimy, +; f(x) = ¢(c 2 R), wenn 8" >
09% > 08x 2D x>k )jf(x) ¢ <"](analog istlimy; f(x) deniert). Es gilt

0,
Satz 14.6, wenn fira 1 gesetzt wird. Somitlimy, 11 gg:; =limy +1 %:
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Y 15. Hohere Ableitungen, Satz von Taylor

Beweis:
SeiF (x): f(1); FAx) = 2141); G0 = g(}); %) = & oUd).

. F(x) . FYx)
im —= = Iim —=
x!I' 0 G(x) 14.6x' 0 GYx)
1 1
f f 7
Ty W 5z 1
lim —= = lim —=—= T (y:=-)
yioogly) vioogqy) g
Beispiele:
0 X X . X x 2 _
Bllmxgoe xe —|Imxgoe+le _fI_Z
. 1 1 _n Inx (x 1) _ | Liay 1 _ 1 x —
11 lim, 4 x 1 Inx _IImX!l(le) In x _IImX!lxlnz X _IImX!lx Nx+x 1 —
H 1 - 1 — 1
limz; 4 hnx2~ 2 = 2
oo limyr o+ X* — limy o+ € In x = @imxr or xINX = g0 =1
logarithmieren Stetigkeit ?
Iny _; L —
L =1im O+ Tfracx® - X

1
X

Schritt ?2: limyr o+ X InX =1lim 1 o+

Ubung:  Zum ersten Mittelwertsatz: Fiir jedes x lundn2 N gilt P 1+x 1+ 3.
PIex 1 L0 10 - fqq)

Idee: f (x) =
Y 15. Hohere Ableitungen, Satz von Taylor

Seif :D! R.

De nition 15.1.
fO .= f,
Angenommen, f (K) existiert und ist di erenzierbar, dann ist f (kD £ °
f (k) die k-te Ableitung von f, andere Schreibweise:g)k(—fk. Fir f@:f®@;::: schreibt man
auchf®f00:::
, wenn f (K) existiert.

f heiyt k-mal di erenzierbar

f heiyt k-mal stetig di erenzierbar ~ , wenn f (¢) existiert und stetig ist.

f heiyt beliebig oft di erenzierbar , wenn f (K) existiert fiir jedes k 2 N.

Symbole:C¥(D) Menge aller k-mal stetig di erenzierbaren Funktionen, C! (D) Menge
der beliebig oft di erenzierbaren Funktionen.

C(D)= C%D)) CXD)) ) C' (D).

Beispiel: (
0 :k>n
id"(x) = x"; (id")K) = .
( ) ( ) (nn!k)! Idn k -k n
Analog wie in 15.1 ist die k-te Ableitung in einem Punkt de niert.
De nition 15.2 (Taylor-Polynom). Esseienn2 N°unda2 D R,undseif :D! R
n-mal di erenzierbar in a. Dann heiyt das Polynom
X f (k) (g
Th:R! R; To(x):= k'()(x a)k
k=1 :
das n-te Taylor-Polynom  vonf im Punkt a.
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Ubung: T@ f®@o0 k n
Rn(x):= f(X) Tn(x) heiyt Restfunktion

Satz 15.3 (Taylor). Es sein 2 N©, | ein Intervall mit jlj > 0 und a 2 |. Weiterhin sei
f : 1! R n-mal dierenzierbar auf |. Dann gilt:

(i) limy, a(sn(;))n =0

Ro(x) — 10 (a)
a)" T 7 T (n+1)!

(i) Falls f&*D (a) existiert, dann gilt limy, 5 x

(i) (Restdarstellung von Langrange)
Ist f (n 1)-mal dierenzierbar auf |, dann gibt es fur jedesx 2 | ein ¢ zwischena und

. (n+1)
X mit Ry (x) = ﬁ(x o)+t

Anwendungen des Taylorschen Satzes

Satz 15¢ (Entwicklungssatz fir Polynome). Seia2 R;P :R ! R ein Polynom, d.h.
P(X)= ¢ a xX. Dann gilt
X
P)=  h(x aF
k=0
mit

I PR
Q—EP (a) =

=k

Beweis:
Wir betrachten das n-te Taylor-Polynom fir P im Punkt a. Dies hat die Gestalt:

X pK)(a)
kI

Tn(x) = a)k

k=0

Nach 15.3,(iii) gibt es ¢ (zwischenx und a) mit Rn(x) = 5P " () (x al)jn+l Pk 2()=
k

0, weil Grad(P)= n. Also P(x) = Ty(x). Somith, = Pp@ 1pM@= L " ", —tray

a X
P°=a, n x" Y+a, 1 (n 1) x" 2+ +a
P®=a, n x" 2+ +2 a
PO=a, n(n 1) (n k+1) x" *+:1:a k (k 1) 1
Beispiel:
SeiP(xb: x". p
n—r'on K = n k - a - = — 0 A —
X" = k=0 h'](x a) !h(_ :k(k)a a .(a()—a]_— = @an l—o-an—l)

be=(R)an a" .

Xn () an (x a"+(px"1)a a (x a" t+::(fan a
x! x+a
(x+a"=" L, (R)x" ¥ ak (Binomische Formel)
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Lokale Extremwerte

De nition 15.5 (Lokale Extremwerte). Seia2 D R;f :D! R.f besitzt an der Stelle
a ein lokales Minimum (lokales Maximum), wenn

(9U Umgebung vona)(f (a) =min f (U\ D)
((9U  Umgebung vona)(f (a) =max f (U\ D))

Satz 15.6. Es seil ein Intervall mit 1j>0,a21%undf :1 ! R.

1.) (Notwendige Bedingung) Istf dierenzierbar auf 1° und hatf ein lokales Extremum ina,
dann gilt f Ya)=0.

2.) (Hinreichende Bedingung) Istf n -mal di erenzierbar auf 1°%;n  2und gilt f Ya) = f {a) =
= f( @) =0;f(™M(a) 6 0, dann hat f im Punkt a ein lokales Minimum, wenn
f (" (a) > 0 und n gerade.f hat in a ein lokales Maximum, wennf (") (a) < 0 und n gerade
und kein lokales Extremum, wenm ungerade ist.
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Beweis:
1.) Wie im Beweis von Rolle (Satz 14.1 auf Seite 44).

in a: Anstieg (A}bleitung) =0

pos. Anstieg neg. Anstieg

| | |
| I |
Punkt < a a Punkt > a

2.) Nach Taylor ( 17.8 auf Seite 59) (ii) gilt:

im FO0 @ _fM@ L Ra(X)

= = = f f 7 k —
xl'a (x a)n n!  Taylor (i) x!'a(x a" (x) (@) - k! ( 3) 0
SeiF die Funktion ( (00 (@)
X a .
Fi) = @ X6 a
(X) i f(”)(a)
1 X =a
F:l! R,F iststetigin a. Angenommenf (n)(a) > 0, alsoF (a) > 0.y 9U - Umgebung

von a, so dassF(x) > O;x 2 U\ I.Ist x 2 U\ I, x > a (x existiert, da a 2 1°)
f(x)=f(@+(x_a" F(x)>f(a).

>0 >0
Istx2U\ La>x.f(x)=f(a+(x a".

F(x) >f (a) :ngerade .
so <f(a) :nungerade

Fazit: f (x) <f (a);x 2 U\ |, wennf (M (a) > 0 und n gerade,f (")(a) > 0 und n gerade,
?2?? dann kein Extremwert.

Fir f (M (a) < 0 verlauft der Beweis analog.

Die Landauschen Symbole

De nition 15.7 (Groy-O, Klein-0). Sei; & D R, a Haufungspunkt von D, f;g 2
Abb(D; R).

1) f(x)= O(g(x)) fur x ! a;x2 D ( f ist Groy-O von gfir x gegema) :,9 U Umgebung vona9k >
0jf(x) k jo(x)j fur x 2 U\ D nfag.

2) f(x) = o(g(x)) fur x ' a;x 2 D :;; 9 U Umgebung vona 9" : U\ D! R* mit
limy a"(x) =0 jf (x)j <" (x) jg(x)j;x2 U\ D.
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Beispiel:
///‘T
S 9(x) = x
7 2
h(x) // f(x)= 8(_9):x I a
/f( ) h(x)= " x 6 O(g)
)
/ .
A 9(x) h(x) 6 O(g), da P X zu schnell gegen Null geht.
I D.h. f ist O(g) wenn f genauso schnell mod. konstanter Faktor
,' gegen Null geht.
aModulo?
y 9(x) = x
// — 2 f ' . | n —
9(x) Y f(x)= x < O;x! 0 "(x)=x
= o(g(x))
/// f ist stetig in a genau dann, wennf (x) = f (a) = o(%).
7 f(x) f iststetigin ay limyx of(x)= f(a), limy of [(x){zf(a? )=

"(x):=jf(x) f(a)j
0

i) f@ "(x) 1
f ist di erenzierbar in a, dann gilt

f(x) f(a)=f%a)(x a)= ox a)

f(x)=f(@+f%Ya) (x a)+ r(x) rx)! o;x! a
[ 1@ 1qq)
1@ pog e 1oy a)

X a
{z-
1o

In diesem Abschnitt ist mir den doch einiges unklar, und mein e Hand-Mitschrift sieht ziemlich, ah, hektisch
aus. Lies: Ich ware Uber Korrekturen, Bestatigungen, Erkla rungen ganz besonders dankbar. -tv
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Y 16. Konvergenz von Funktionsfolgen

Wir betrachten Folgen von Funktionen (f,),2n mit f, : D! R (Eine Folge von Funktionen
istF:N! Abb(D;R),n! F(n)= fn;n2 N).

De nition 16.1 (Punktweise Konvergenz). Sei; & D R und (fn) eine Folge in
Abb(D; R). (fn) heiyt punktweise konvergent (auf D), wenn die Zahlenfolge fn(x)
fur jedes x 2 D konvergent ist.

Die Grenzfunktion der Folge (f,) ist die Funktion f mit

f:D! R;f(x):= Iilrln fn(x) Schreibweise:f, ! f
n:

Beispiele 16.2.
1) fan(x):[0;1]! R;fp(x):= x"
fo! f mit (
F(x) = 0: x2]0;1]
1: x=1

[punktweise Konvergenz erhélinicht die Stetigkeit]

14+ fa(x)=x"
Xl
3 %100
0 I
0 1
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2))
0: x2][0;%
fan(x):[0;1]! R; fr(x)= _ _
( 1 x2(31]
1 x60
fol f(X)= * — 0
De nition 16.3 (Norm-Konvergenz). Sei;& D R und(f,) eine Folge in Abb(D; R).

Die Folge (f,) heiyt konvergent im Sinne der Norm |, wenn esf 2 Abb(D; R) gibt, so dass
(kfn, fkp) eine Nullfolge inR [flg ist. Schreibweise:f, f

Satz 16.4. Sei; & D R und (f,) eine Folge in Abb(D; R). Ist (f,,) konvergent im Sinne
der Norm (gegenf ), dann ist (f,) punktweise konvergent (gegeh).

Beweis:

Es geltekf, fkp! On!1 .lIstx2 D,dammgilt 0< jf,(x) fXx)j kf, fkp! O
[I0]

Also fr(x) ! f(x)8x O

Die Umkehrung gilt nicht. Beide Beispiele nach De nition 16.1 sind nicht konvergent im
Sinne der Norm

1) kfn fkp =1
1__

-+
>

2) kfn fkoy=18nY

B e

Bemerkungen 16.5. (i) Die De nitionen 16.1 und 16.3 kénnen auch als "-ng-Bedingung
formuliert werden:

(fn) ist punktweise konvergent gegeh, wenn

(8x 2 D)(8" > 0)(9no)(8n  no)[ifn(x)) f(x)j<"]
(fr) ist konvergent im Sinne der Norm, wenn

(8"> 0)(9no)(8n  no)(8x 2 D)[ifn(x) f(x)j<"]

(i) Fur konvergent im Sinne der Norm sagt man auch gleichméayig konvergent , f
f symbolisch.

kf gkp :==supfif(x) g(x)j:x2Dg, kf gkp 2 R[flg
YWas wollte er uns mit diesem Beispiel sagen? Und wie muss das B ild erganzt werden?
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(i) (Couchy-Kriterium)

(fn) ist punktweise konvergent (8x 2 D)(8" > 0)(9no)(8n no)[jfn(x) f(X)j<
"]
(fn) ist gleichmayig konvergent, (8" > 0)(9no)(8n  no)(8X)[jfn(X) fny(X)j <"1

Funktionsreihen

De nition 16.6.

() Es sei (fn) eilﬁﬁ Funktionsfolge ausAbb(D; R). Unter der Funktignsreihe (von (fn)),
Schreibweise: ,11:1 by, versteht man die Folge(sn) mit sp(X) = -, fn(X) (Sn  n-te
Partialfolge).

P
(ii) fn heiyt gunktweise konvergent, wenn(s,) punktweise konvergent; absolut konver-
?t, wenn Ll ifn(X)j punktweise konvergent.F(x) := lim ;1 heiyt Summe von
-1 Fn(X).
n=1'n

P
(iii) fn(x) heiyt gleichméyig konvergent , wenn (s,) gleichmé&yig konvergent.

P
(iv) Ist fn punktweisFe konvergent, absolut |«_(,onvergent, gleichmayighvergent aufE D,
dann schreibt man ,1121 fn(X)je und sagt f,jg ist punktweise, absolut, gleichma-
yig konvergent .

Beispiel:

D =[0;1];fn:D !P R;f (x) := x". Dann konvergiert
Fur x < 1ist +_, x" konvergent (gegen -

gleichméyig aufD, weil ks, Fkp = 1.

P
fn(X) punktweise aufD.
1=

rx = F). f konvergiert nicht

) . 1 xn*t X 1 x"1 x
Sn (X F(x)j = = | +1 :
sl FOI= 75—~ 1% 1 x  x1

P
Aber fur E =[0;q;g<1ist fnje gleichméayig konvergent:
+1
197 a,
19

F(x) 1istdie Grenzfunktion, dennks, F(x) 1lkg! O

Satz 16.7 (Majorantenkriterium). p Sei; 6 D R ung(fn) eine Folge inB(D) (d.h. f, ist

beschrankt). Dann gilt: Konvergiert rl1:1 kfnkp, so ist n:lF;‘n(x) gleichméyig konvergent.
ibt es eine Folge(a,) mit kf,kp  ay fur fast alle n und Ll an konvergiert, dann ist
kf nkp konvergent.

Beweis: = =
Fir n 2 N seiS, :=  ,_; kfxkp und s,(x) = 1, fk(x). Da (Sn) konvergiert, erfillt (S,)
die Couchy—Bedingung, Somit gibt gSs fur"> 0 ?:jn No Mit jSy  Spj<™n  no.
isn(x)  sne(¥)i=  konew iFk (X)) k=no+1 Kfkkp = Sn Sng = jSn Snei <"
O
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Eigenschaften der Grenzfunktion

Satz 16.8. Es sei(f,) eine Folge inAbb(D; R);(f,) f. Sind alle f,, beschrankt, dann auch
f.

Beweis:
Sei™ =1 und ng so, dasskf, fkp <" =1furn no. jfr(x) f(x)j< 1, alsofp(x) 1<
f(x)+1.Somit gilt kf kp k fokp +1. O

Satz 16.9. Seia2 D R, (f,) eine Folge ausAbb(D; R). Gilt: F, f und fast allen sind
stetig in a, dann ist f stetig in a.

Beweis:

Gegeben sef > 0. Sei"%:= 3. Dakf, fkp Nullfolge, gibt esng mit kf, fkp <"%n  no.
Sei ng so groy gegahlt, dass alef,;n no, stetig in a sind. Sei > 0 so gewahlt, dass
jx a< (jfn, f(aj<"%Danngiltfir x 2 D;jy aj< :jf(x) f()j=jf(x)
Fno(X) + Tno(X)  Tno(@ + fuo(@j | (0 Tng(i + jfny  Fo(X)j + ifno(@)  f ()]

kKf  fnkp + jfn,(x) f(a)j+ kf,, fk<"O+"04 "0=3"0=" O

fo f;f O existiert: Uber f2 kann nichts gesagt werden
fO Fy f, hat gewisse Eigenschaften.
fO Fy f, G gilt nicht ganz.

Hilfssatz 16.10. Es seil ein Intervall mit jI > 0j und (f,) eine Folge in Abb(l; R), die-
renzierbar.

Ist (f2) gleichmé&yig konvergent und(f,(a)) fir ein a 2 | ist konvergent, dann ist (f,)
gleichmayig konvergent.

Satz 16.11. Seil ein Intervall, jlj > O;(f,) dierenzierbar, (f,(a)) konvergent fir eina2 I.
Danngilt f, f und fqx)limy; fo(x);x 2 1.

Beweis:
Seixg 2 | vorgegeben. Wir haben zu zeigen:

im 1) TX0) _ i £y
X! Xo X XO n!l
Es sei ( 00 (o)
n (X n (Xo .
n(x) = oX 0 X80
f7(Xo) - X' = Xo

Da f,, in xo dierenzierbar, gilt |, stetig in |. Wir zeigen: ( ,(x)) konvergiert gleichméyig
auf | .
j N (X) (X)j - (fa(X) fm(x) (an(XOX)O fm (X0) fm(X0)) i - Jfr?(C) fr%(C)J 77
. Mittelwertsatz
Da (f ) gleichméayig konvergiert, ist die Couchy-Bedingung f+r gléchmayige Konvergenz
erfillt. Somitist =Ilim pn n Stetig.

( (
o im0 00 gy L) T
(x)=Ilm (x)= 0 _ =
ni limnyir 7 (xo) DX = Xo limnin 1o(x)

Hier endet der Teil des Beweises in meiner Mitschrift. Gehts noch weiter? -tv
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Da stetig, gilt

lim ( x)= lim ) O(x0)
x! Xo n!
. f(x) f(xo) _ . 0
A T xo o Tn(xo)

Anwendung auf Reihen

P, o P 0 P _ . o .P
( nep (X)) = o T(X)) wenn  f, die Voraussetzungen erfillt &7 ; fn(a) konver-
giert)

Y 17. Potenzreihen

De nition 17.1. Es sei(an)n2no €ine Folge inR und a2 R. Dann heiyt die Reihe
an (x a"

Potenzreihe im Punkt a mit den Koe zienten a,;n 2 N©.

Beispiele: P
x" ( geometrische Reihe ), X" (e-Reihe)
n=0 n=0
. - Py :
Satz 17.2 (Konvergenzradius). Gegeben sei die Potenzreihe ;_, a, (x a&". Dann gilt:

Es gibt eine eindeutig bestimmbares mit 0 r 1 (r 2 R* [flg ) mit
P
(i) Bx2R)(jx a<r) ,11:0 an(x a)" ist absolut konvergent
P
(i) (Bx2R)(jx a>r) ,11:0 an(x a)" ist divergent). [Randpunkte unbestimmt]

Dies r heiyt Konvergenzradius der Potenzreihe.

Beweis (Anwendung des Majorantenkriteriums):
Eindeutigkeit: ~ Angenommenr;r, erfiillen (i) und (i) mit ry <r,. Dann gilt r; < 5352 <
ro. Dann gilt fur 552 (i) wegenr, und (ii) weil ry < D352, Somitry = r.

P
Existenz: SeiM = fy 2 R : ,11:0 janjy" konvergent* < 0g30. M 6 ;,well02 M.
Somit existiert supM (in R[flg ).r:=supM;0 r 1 .Wirzeigen:r erfillt (i) und
(i).

(i) (Fur r =0 gilt (i).) Angenommen r > 0. Seix 2 R mit jx aj <r . Setzey := jx aj,
alsoy <r.y 9y; mit y<yj; <r. Hieraus folgt:ja]g;y”j =janj Y! d";q:= ;’—1 < 1:
y1 2 M existiert, weil r = sup(M) 2 M, d.h.  ayy] konvergierty (any7)
Nullfolge. Dann ist (any7) beschrankt. Seic := ka,y'k.c2 R.Da  cq" konvergent
(weil g < 1) und jany"j<c q'vy Mgjorantenkriterium: jan y"j konvergent,
also: a, y" absolut konvergent, a,(x a)".

(i) Seir< 1 undx 2R mit jx aj>r.Dann gibt egy; mit jx a >y >r. Somit
janyl] = janj jx @ qf;tn = jxylaj < 1 Wéare a,(x a" konverggﬂ, dann
ware (a, (x a&)") Nullfolge und somit beschrénkt. Daq < 1, wére dann  jany7j
konvergent. Widerspruch, weilr =supM und y; >r.
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Berechnung des Konvergenzradius
Sei (a,) eine beschrankte Folgelim,;; supa, = lim,y a, der gréyte Haufungspunkt der
Folge (an).

Seia, :=supfax :k ng.a, @hs1 und beschrankty limay = lima,.

(( )"+ &) nicht konvergent ( 1;+1)  (1+ 2)( 1+ z11)

P
Satz 17.3. Essei a,(x a)" eine Potenzreihe mit dem Potenzradiug . Dann gilt:

P

(i) Ist die Folge janj unbeschrankt, dann istr = 0.
(ii) Ist i janj eine Nullfolge, dann istr = 1 .
(iii) Ist i janj beschrankt, dann gilt:

1

r'— n

" limpy Sup” jan]

Bei§piele:
1) fon x P Par 1
r=z1=1 limy: sup™n=1
2) a = 2 " :nungerade
2" :n gerade
P 2 1= :nungerade
Bl =" :n gerade
r = 1 -1
limsup 2 2

P
Satz 17.4. Sei ,11:0 an(x a)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradiusr > 0. Dann ist fir
jedesO0< <r die Potenzreihe in[a ;a + ] gleichmayig konvergent.

Beweis:
Xo
t [ } :

atr a

P
Sei mit 0< <r gegeben. Dannist flrxo := a+ st ja, (Xo @)"j<1 (17.2,())).

Far x mitgx aj < gilt: ja, (x a@)"j=janj jx a" j ayj ".Nach Aquivalenzkriterium

(16.7)ist  jal;(x a)"j konvergent. O

patz 17.5. Voraussetzung wie in Satz 17.4. Die (Gpt;enzfunktion)f U@ ! R;f(X)
LO an(x a)" ist dierenzierbar und es gilt f Yx) = Ll na, (x a" !8x2U(a).
eweis:

n a, (x a)" !isteine Potenzreihe mit dem Konvergenzradiug .
r=1,dh. Eja_nj ist Nullfolge , i janj Nullfolge ist.
R

r=0, d.h. P jan] ist unbeschrankt, n ja,j unbeschrénkt ist.
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R

0<r< 1:Wejan—jzﬁ n jan] = Pq E)janj
1

Nach 16.7 auf Seite 55 und 17.4 darf summandenweise di ereiert werden. O

Folgerung 17.6. Jede Potenzreihe (mit Konvergenzradius > 0) ist beliebig oft di erenzier-
bar. Man erhdlt die Ableitungen durch gliedweises Di ereniren.

Beweis (Induktion):
Mittels 17.5

Satz 17.7 (Eindeutigkeit). Gilt

R
f(x) = a(x a"r;>0
n=0
f(y)= bh(x a)";rp,> 0:
n=0
Dann gilt a, = b,8n und ry = ry.
Beweis (IndH}<tion):
LEMx)= " L, Man(x a@" k. Somitgilt Lf ®(a)= a, = b O
De nition 17.8 (Taylor-Reihe). Es seia 2 R und D eine Umgebung vora. Gegeben sei

f : Abb(D; R) beliebig oft di erenzierbar in a.

P
o 2fM(@)(x a" heiyt Taylor-Reihe von f in a.

(i) Die Potenzreihe

P
(i) Konvergiert die Taylor-Reihe von f in U-(a) und gilt f (x) = *_, LiM@(x a",
dann heiyt f analytisch in  a.

Ist f Summe einer Potenzreihe ina mit r > 0, dann ist diese Potenzreihe gleich der Taylor-
reihe vonf in a (folgt aus 17.7).

Y 18. Elementare Funktionen

Polynome, Rationale Funktionen, Wurzelfunktionen, Umkehrfunktionen

Exponentialfunktion €
De nition 18.1.
exp:R! R;exp(x):= —

(1) (exp(x))°=exp(x)
(2) exp(0)=1;exp(1)= e

B)O0< expx) < 1:x2 (1 ;0;1<expx) <1 :x2(0;+1) (folgt aus (1) und
Zwischenwertsatz)

TODO: Dieser Satz ist wohl nicht gerade eindeutig zu versteh en ... Verbesserungsvorschlage gesucht!
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Kapitel V. Folgen und Reihen von Funktionen

(4) exp ist streng monoton wachsend.
(5) limyn

limy:  x" exp(x)=0

ex’;ﬁ =0 8n2 N (weil exp(x) mapr X"*")
(6) exp(x) exp( x)=1 8 2R
(7) exp(x +y) =exp(x) exp(y)

Beweis:

(& eX=¢e eX+e (eX) zZ:e eX=
=0
e eX=k =e? e®=1 1=1
Seihy(x) := &%Y e *.

hy(x)= &Y e *+e*Y ((e*)=0y

hy(x) = ky; hy(0) = ¢
g=e"Y e j €

g & ="y

Logarithmus
(Inx)

De nition 18.2.
log: (0;+1)! R

log ist die Umkehrfunktion von exp

(1) log(exp(x)) = x 8x
exp(logx) = x 8x> 0

(2) (logx)°= &
(3) log1=0; loge=1

(4) logx< 0:x2 (0;1)
logx> 0:x> 1
log(R+)= R

(5) log ist streng monoton wachsend.

(6) limy, o logx =0
limy, 22X =0

(7) logx = logx
logx y=log x +logy

P n
(8) log(1+ x) ) (12171 x";x2 ( 1;1)x = 1ldivergent, x =1 konvergent (-> Leibnitz)
n2=1 5 +

wl-
Al
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Y 18.

a> 0, a*
(@)

2exp :=exp(x Ina)

Exponentialfunktion zur Basis
De nition 18.3. (a> 0) aexp:R! R

(cexp(x) = exp(x);texp(x): 1)
(1) *exp(x)°=(log a) * exp(x)
(2) 2exp0=1;
(3) 2exp(R)= R*

dlogl=a

a* =2 exp(x)

Logarithmus zur Basis a

a> 0;a61;log, x

Elementare Funktionen

De nition 18.4. 2log:R* ! RT™, 2log ist die Umkehrfunktion von a*. log,(x) :=2 logx
logx
I = ——
0%(9) = 13
Beweis:

y =log,(x), ®expy=x,
yl‘;% =log,(x)

log, (x)°= ﬁ

Allgemeine Potenz x?(@2 R;x> 0)

id® :R* ! R;x®:=Xexpa= e*lo9x
(1) (x*)°=a x* !
(
P ) 1 'n=0
(2 1+ x)?-= o o x™ mit (a 0)a 1r3;::(a ) Lo N
Sinus, Cosinus
sinX; cosx
De nition 18.5.
n=0 x2n
‘R! R; = )"
cos ; COSX 1 (1 2n)!
)(- X2n+1
sin:R! R; sinx = ( 1)“m
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Kapitel V. Folgen und Reihen von Funktionen

(1) co®= sinx; sin®= cos

(2) Di erentialgleichung fiir sin und cos f%+ f =0

(3) sin(x + y) =sin x cosy +cosx siny
cosx + y) =cosx cosy sinx siny

= das kleinste positivex > 0 so dasssinx = 0.

Tangens, Cotangens

De nition 18.6. )
sinx COSX
tanx := ——; cotx = ——
COSX sinx
(1) (targ x)0= C](:)SZX =1+tan ?x
COUX = o7y = (1 +cot?x)

Zyklometrische Funktionen

arccosx :=[ 1;+1]! [O; ]
arcsinx :=[ L+1]! [ 5, 5]
arctanx ;== R! [ 3;5]
arccotx := R! [0; ]

Dies sind die Umkehrfunktionen voncogyo. 1;sinj; ...};tan;cot.

7

arctan®x =

. 1
arcsin’x = p——
_ _ 1 x2
sin(arcsinx) = x

1+ x2

cos(arcsinx) arcsin’x = 1
1
cos(arcsinx)

arcsir’x

1

|
"
<

(sin?x cogx =1)

~Ccccd

Fln(arcsmx;

1 x2

62
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z

X

}
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Kapitel VI. Integralrechnung
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Dieses Kapitel wurde im WS 2000/2001 gelesen.
Y 19. Das Riemann-Integral
Seil ein Intervallmit 1 6 ; undjlj< 1.
De nition 19.1 (Treppenfunktion). Eine Funktion f 2 Abb(l; R) heiyt Treppenfunkti-
on auf |, wenn
(19.2) F=10 [ lesr2Nmit iV =5(6));1i6;i=1;::0r
und f j, ist konstant, =1;:::;r.
Beispiel:
2 4 b
1+ o—— o
X‘l XI2 XI3 XI4 XJS
1+ o——o
I =(X1;Xs].

1= (X1:X2); 12 = TX20;13 = (X2;X3); 14 = [X3;X4); 15 = TX40;16 = (X4 X5]

T(l) Menge aller Treppenfunktionen tber |
f 2T (1)) Bild(f) ist endlich. ( gilt nicht.
Die Zerlegung (19.1) heiyt zu f passend.

Lemma 19.2. Es seienf;g 2 T (I). Dann gibt es eine Zerlegung von , die fur f und g
passend ist.

Beweis: S S
Esseil = '_; | passend firf und | = ~°_ 1° passend firg. Dannist | = ~fl \ 191
rl s;1 \ 196 ;g eine Zerlegung passend fuf und g. O
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Kapitel VI. Integralrechnung

Satz 19.3. Es seienf;g 2T (1) und 2 R. Dann gilt:
(@ f+g2T(); f2T(U)

@y f g2T()

@iy jfj2T()

(iv) max(f;g);min(f;g) 2T (l).

Beweis:
Unter Verwendung von 19.2.

jlj Lange des Intervalls |

S
De nition 19.4. Seif 2T (1) und| = r:1 | eine zuf passende Zerlegung. Dann heiyt

X
Int, (F):= () jlj

=1
Integral von f Uber I.
Lemma 19.5. Int, (f) ist unabhéngig vonl = ~"_ | .
Beweis:
XX XX . xs
fa) = fa )= Fa) gpo= f0 )1
=1 =1 =1 \\/ =1 =1 =1
//
Beispiele 19.6.
1) I =[a;b;f =4j,:Int;(f)=c (b a)
2) 1 =[0;1)fn:1 ! Rix! X[n x]
Int, (fn)= 221 Zint1
3) 1 =[0;1]gn i1 ! Rygn(x)= fn(x)+ 2
Int| (gn) = =1 1

4) fo(x) id(x) gn(x)

Lemma 19.7. Es seienf;g 2T (1) und 2 R. Dann gilt:
@ Inty(f +g)=Int,(f)+Int,(g)

@) Inty( f)= Int;(f)

(i) £ g(x)) Inti(f) Inti(q)

(iv) jint (f)i Int, (jf J)

(v) Sind J1;J2 Intervalle, J1\ Jo = ;;J1[ J2 ist ein Intervall, dann gilt Inty,4,(f) =
Inty, (f)+Int 5,(f)

Beachte: [ ] bezeichnet die Groyte-ganze-Zahl-Funktion, vgl. S. 27.
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De nition 19.8. Eine Funktion f 2 Abb(l; R) heiyt Riemann-integrierbar (kurz: R-
Integrierbar  oder nur integrierbar ), wenn

8" > 09f1,f22T(|)[f1 f le\lnt|(f2 f1)<"]

R ist die Menge aller R-integrierbaren Funktionen.

T (R g ( B
1d(x) 21 :x20Q
f(X)_?O x20Q

Satz 19.9 (Raum R(l)). Lemma 19.7 auf der vorherigen Seite gilt auch fuR (l)
De nition 19.10. Ist f 2 R(l), dann heiyt die Zahl supfiInt;(f1)jf1 2 T(1);f, fg (die
gleich der ZahlinffiInt, (f1)jf = figist) Integral von f dber | und wird mit
z Zy
f (x)dx = f(x)dx;1 =(a;b
|

a
bezeichnet.

Satz 19.11. Es sei(fn)n2n eine Folge inR (1), die gleichméayig gegerf 2 Abb(l; R) konver-
giert. Dann gilt:

i) f2R(l)

. R R ) R

@i ,fx)dx = | limpy  fra(x)dx =limny | Fa(X)dx

P
Folgerung 19.12. Es sei(f,)n2n eine folge inR(1) und Ll fn gleichmayig konvergent.
Dann gilt:
% Z Z %
fn2R(I) und fn(x)dx = fn (x)dx
|

n=1 n=1

Beweis:
Gegeben" > 0. Sei"? = minf; ﬁg. "0> 0. kf fok; ! 0. Somit gibt es ny mit
ki foki <" Aus f, 2 R(1) folgt, dassf{";£" 2 T (1) mit £" £, ") mit

Int; (5" £{")) < " O exisitieren. Seify := (") "Of, = £+ "0 nt (f,  fy) =

Int, (F5" £ 42 "0 gij m042 O 1) S+ B = fy, f f, Somitgilt f 2R(1).
Weiterhin gilt
z z
(f fn)dx it fajdx kf  foki jlj! O
| o | 10
z z

fdx =lim f,dx
| |

Y 20. Der Hauptsatz der Di erential- und
Integralrechnung

Es seif 2R (1) und c2 |. Wir kbnnen de nieren:

(R
["le (x)dx C X

F:l! R,F(X):= Fpodx cx<c

[xc]
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F ist wohl-de niert,ﬁéveil f 2R('|_.9;J I'T fj;2R(J).
Fur | =[a;b sei Jfdx:= . fdx. Somit gilt:
Z X
(20.1) F(x) = f(x)dx;x 2 |

C

Flr x1;X2;x3 2 | gilt: b 7 7

X3 X2 X3
fdx = fdx + f dx

X1 X1 X2

F heiyt unbestimmtes Integral von f Uber 1.

Satz 20.1 (Eigenschaften der unbestimmten Integrale). Sei | ein Intervall mit 0 <
jli<1,c2lundf 2R(I).
Dann hat F von (20.1) folgende Eigenschaften:
F 2 Abb(l; R)
(i) F ist gleichmayig stetig aufl (I braucht nicht abgeschlossen zu sein). (Siehe Y 12 ab
S. 36)

(i) In jedem xo 2 | in dem f stetig ist, ist F di erenzierbar und es gilt F%(xg) = f (Xo).

Beweis: R R R
. . ; . . - X Y _ X . .
() Far x;y 2 1 qilt jF(x) F(y)j= [ f()dt Jf()dt = y f(t)dt k fk jx vyj.
Somit kann fir "> 0 = = > 0 gewahlt werden.
(i) Seif in xo stetig. Wir betrachten den Di erentenquotient:
z X z Xo z X
PO Flxo) o _1 f dt fdt = = fdt =
X Xo . X ZXXO c 7 ) c X Xo Xo
= fdt+ (fF(t) f(xp)dt =f(xo)+ r(x) mit
X Xo Xo Xo 7

X

0= e (O feo)d

Wir wollen zeigen, dassr(x) ! Oflr x! Xo.
Sei" > 0. Dann existiert > 0mit jx Xoj < )j f(x) f(xo)j<" (weil f stetig in
Xp). Somit gilt: kf  f (Xo)Ky (xo) |

(0= (00 feo)de
xoZ

1 X
o= fof(x)dt
0 ZXO
1 X
jif  f(xp)jdt
X Xo Xo
Z
1 ) kf f kd
X X . (Xo)kdt
1k fxo)k X xof
X Xo 0)K ] o}
Kf f(xo)k

So, nun kommt eine Stelle im Beweis, an der ich ho entlich nic  hts vergessen habe ;-) Jedenfalls schrieb Dr. Herr-
mann da einiges an die Tafel, strich einen Teil wieder weg und setzte neu zum Beweis an. Wenn was fehlt !
bitte melden. -tv
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ff(xo)=rx)
B fxoi=jr()j j x xej< )k £ f(xo)ky xon1 <"

Satz 20.2. Es seil ein kompaktes Intervall undl 6 ;. Dann gilt:
C() R (1)

d.h. alle stetigen Funktionen sind integrierbar.

Beweis:
Seif 2 C(l). Wir konstruieren eine Folge (f,) von Treppenfunktionen auf | , die gleichmé&yig
gegenf konvergiert. Nach Satz 19.2 auf Seite 63 ist danr integrierbar.

a+ (b a) a+ (b a)
Il | Il Il |
[

a I b

Wahle fir jedesk 2f 1;:::;ngein ¢ 2 (a+ kn—l(b a);a+ (b a)=: Ig. Sei

fn2T(l). Wir zeigenkf, fk ! 0. f ist gleichméayig stetig in 1 =[a;h], weil | kompakt,
dh.8"'>09 > 0(Gx xY< )jfx Ffx9<").

Gegeben sei' > 0. Wahle dann ein > 0. Seing so groy, das;sbn—oa < . Somit gilt fur
X2 (XX ) X i<y jE) f)j<".

Somit jf (x) fn,(X)j <" furallex 2 1. Das heiytkf f,,k ! 0. O

Hinweis: Ist | nicht leer, aber beschrankt, dann gilt C(I1)\B (I) R (I).

Folgerung 20.3. Seif 2 C([a;b) mit a<bundn 2 N. Gegeben seien Zahlen{™; {M;:::; (M
mit (M2 a+XL(b a);a+ X(b a) .Dann gilt:
Zy
1 o X (n)
b a , Codx=lm o 10
k=1
1 Rb . . .
53 af (X)dx heiyt Integralmittelwert ~ von f in [a; 1.
Satz 20.4 (Mittelwertsatz der Integralrlschnung). Seif 2 C([a; ) mit a <b. Dann gibt

es (mindestens) ein 2 [a; b mit ;1 ;f (x)dx = ().

Beweis:
Daf stetig auf einem kompakten Intervall ist, existieren mﬁxf ([a; b)) =1 M und minf ([a; b)) =:

m. Wegen gzer Monotonie des Integrals giltm (b a) :f (x)dx M. (b a)
m £ Cf()dx M

a a
R
Nach dem Zwischenwertsatz gilt -1~ ;f (x)dx = f () furein 2 [a;0. O
De nition 20.5 (Stammfunktion). Seil ein Intervall mit jlj > 0 und f;F 2 Abb(l; R).

Ist F dierenzierbar und gilt F°= f, dann heiyjt F Stammfunktion von f .
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Bemerkung:  Sind F und G Stammfunktionen von f , dann gilt F(x) = G(x) + C.
0=F°% G%=(F G)° F G istkonstant.

Satz 20.6 (Hauptsatz der Di erential- und Integralrechnun g). Seil =[a;b;a<b
und f 2 C(l). Dann gilt:

(i) f besitzt eine Stammfunktion.
Zy b
(i) f(xX)dx = G(bh) G(a)=: G(x) ,fur G Stammfunktion von f.
a

a

Beweis:
(i) Aus 20.2 auf der vorherigen Seite folgt, dasd integrierbar ist. AusRZO.l,(ii) folgt: Das

unbestimmte Integral ist in jedem Punkt di erenzierbar und es gilt CX f (x)dx o= f(x).
Das heiyt: Das unbestimmte Integral ist eine Stammfunktion fur f .

, Ry Ra Rp : :
(i) F(h F(a)= ,f(x)dx c f|_({x)dx = , f(x)dx. Da G Stammfunktion gilt G(x) =
F(x)+ C. Somit G(b) F(a)= [ fdx

Tabelle 20.7 (Funktionen und Stammfunktionen).

f:or b Ryx! f(x) mit f(x):= | De nitionsintervall(e) | | Stammfunktion F : 1 ! R;F(x):=
x"(n 2 N9) R —xH
x "(n2N;n 2) (1 ;0);(0:;+1) L ox n*t
x 1=1 (1 ;0);(0;+1) In(jxj)
x3(a2 R;a6 1) (0:1) —1-xatt
- R arctanx
P ( 1,1) arcsinx
e R e
a;a>0,a61l (a*=e"?) R = a
COSX R sinx
sinx R COSX
=5 (= 1+tan 2x) R tan x
57 (=1+cot 2x) (k; (k+1) );k22Z cotx
coshx R sinhx
sinhx R coshx
Satz 20.8 (Partielle Integration). Seil =[a;b mit a <b undf;g stetig di erenzierbar.
Dann gilt:
Zy Zy

f Ax)g(x)dx = f (x) g(x) ° f g%x

a a

Beweis:

R
f gist Stammfunktion von f° g+ f ¢°%f(x) g(x)j3 = :(f %+ fg9dx. Aus der Linearitat
des Integrals folgt der Satz.
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Beispiel:
Seix > 1. Man berechne
Z X Z X
In xdx = 1 Inx
1 1 fo g
X z X
=x Inx f g%x
1 Zl
X X 1
=X Inx X ;dx
1 1
X z X
=X Inx 1dx
1

X Inx 1ln1 (x 1)
X Inx x+1

Satz 20.9 (Substitutionsregel). Seienl =[a;h;ja<b;d =[; ], < und f : |
stetigund' :J! R stetig di erenzierbar und ' (J) 1.
Dann gilt z.., 7

f (x)dx = f ' (x) ' Yx)dx
()

Beweis:
SeiF Stammfunktion von f . Dann gilt:
(F ")) =(F° ")(x) " Ux)
=(f ")) )

Also ist F ' (x) Stammfunktion von (f ' )(x) ' %x). Nach dem Hauptsatz (20.6) gilt:

z 200
(f ")) "Adx=(F ")x) =FC() FC()= O f (x)dx

Y 21. Integration rationaler Funktionen

Eine rationale Funktion hat die Gestalt

anx"+a X" '+ +a

B x™ + by oxM™ 1+ + Iy

Es soll von (21.1) eine Stammfunktion bestimmt werden.

(21.2) (an 60;b, 60):

Fall 1 (Polynom). Ist f ein Polynom, de niert durch

X
f(x):= an(x a);
k=0

dann ist

eine Stammfunktion von f .
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Fall 2 (einfache Potenz im Nenner).

f(x)=(x a)”=W x2 Rnfag;n2 N
Dann ist ( |
njx aj 'n=1
PO = njlﬂ(xJ a " :n>1
Stammfunktion von f .
Fall 3a (Potenz eines Quadrates im Nenner). Sei
1 1

I o e L (U

mit ; 2R; >a?Z2
Dannist fir n=1

1 X a
Fi(x) = P arctan P

Ist F, Stammfunktion fur f,, dann ist

1

Fn+ (X) 1= m((x () +(@2n 1)Fq(x))
eine Stammfunktion von f 41 .
Beweis:

1 1 1
FI) = . ; P .
1+ p
1 2
= 2 21 (x )2 = f1(x)
1
Fres ()= oy (¢ ) R0+ fa()+ @0 1) fa(x)

B 1 (x ) mME@x 2)+(x* 2x + ) 2n

—oon( 2) (x2 2x + )n+t '

_ 1 2n (x %) (x )2 (x )2 o+ 2

T (2 2x + )

- 1 2n( D

- oan( 2) (x2 2x + )t =T (0 O
Fall 3b (Potenz eines Quadrates im Nenner, mit X im Zahler).  Sei

X
i) = x2 2x + )

mit > 2
Sicher???
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Y 21. Integration rationaler Funktionen

Dann ist
llogx? 2x + )+ Fi(x) :n=1
=t 1)+ Fa(x) 'n 1

einse Stammfunktion vonf , wobeif,, 1 und F,, die Funktionen aus Fall 3a sind.

F(x):=

Beweis:
X
f(x)= ——
(x) X2 2x +
_ X a . 1
X2 2x + X2 2x +
[Substituiere h(x) == x2 2 + ;hqx)=2x 2 . % = Qﬁ((xxg = 2Injh(x)j.]
F(x) = X _1 x 2 .
C(x2 2x + ) 2(x2 2x + )" (X2 2x + )N

[h()=(x* 2x + )]
1 hqx)

(0= Siopg * a0
FOO= 57y N 70 T Fal0= g foa0% Fak) O

Partialbruchzerlegung

Satz 21.1 (Division mit Rest). Es seien P;Q Polynome mit Q 6 0 und Grad(P) >
Grad(Q). Dann gibt es PolynomeS und R mit

P=S Q+R und GradR< GradQ:

Somit erhalten wir P s +R
Q Q

Ol

Beweis:
P=S Q+R
P=s? Q+RO
R R°=(s®° s) Q
Grad(R R9 < GradQy S S°=0y R R°=0

P(X)= a,x"+ + a a, 60
QX)=bnx™+ +h 160
Esgiltn m.
SeiS; = ST” x" Mund P(x)= S; Q+P;;P1=P S1Q.

a
anXn - _an m mem
Grad Py <

Grad P
Gilt GradP; GradQ, dann wiederhole die Rechnung, bisGrad P,, < Grad Q.
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Kapitel VI. Integralrechnung

Satz 21.2 (Abspaltung eines Pols). Es seienP und Q Polynome mit Q 6 0 und Grad P <
Grad Q. Sei a Nullstelle von Q, genauer

Q(xx)=(x a)" Q%x) mit r 1undQ’@)60:

Polynom P ?(x) mit

PO _ A Acn ., A PUX)
Qx) (x a" (x a ! (x a Qx)
Satz 21.3 (Abspalten eines konjugiert-komplexen Pols). Es seienP und Q Polynome
mit Q 6 0 und GradP < GradQ. Es gelte:Q(x) = (x? 2x + )5 Q?’(X); x> x + st
kein Teiler von Q?(x) (d.h. s ist maximal), s2N;; 2R und 2<
Dann gibt es (eindeutig bestimmte) ZahlerB1;:::;Bs; Cy;:::; Cs und ein eindeutig bestimm-

tes PolynomP? und GradP? < Grad Q?, so dass

P(X) _ BsX+ CS Bs 1X + CS 1 + . le+ Cl N P?(X)
Q(X)  (xZ 2x + )5 (x2 2x + ) 1 o2 2x + )1 o)

Stammfunktion einer rationalen Funktion

Gegeben%, P; Q Polynome, Q 6 0

0
1) g =S+ % mit GradP°< Grad Q (Satz 21.1 auf der vorherigen Seite)

2) Q(x)=q (x ap)™ (x ar)P< (x2 2 1x+ g)t (x2 2,x )"
g,a; i 2 Rypsiinpk 2N
Lo nin 2Ry F< o pi=linnhrgnnn 2N
3)
P(X) _ P(X) Api;l Al;l + AP2;2

Q(x) a QAx) %?.%(x Ch)P: T x @)t (x a2)P2+

Br1;1X+ Crl;l + + Bl;lX+ C1;1

+
(X2 21X+ 1)r1 (X2 2 11X+ 1)2
+ Br|;IX + Cr|;I + + Bl;IX + C1;I
(X2 2 X+ |)r' (X2 2 X+ |)l
A Bx C . . .
4.) Fur S(x); x a)2; oz 2x + )';(xz 2x 7 ) kénnen die Stammfunktionen bestimmt
werden.
Beispiel:

[Die Tafelanschrift war zu unlbersichtlich, als dass ich & hier 1:1 Gbernehmen kdnnte. Der
Leser moge mir verzeihen, dass im Folgenden einiges ggf. wilstéandig ist, vielleicht tut sich
da in den nachsten Tagen noch was. -tv]
P(x) _ x°
Q(x) x4+1
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1.) Division mit Rest:

x> (x*+1)= x

Y 21. Integration rationaler Funktionen

x5 X
X5+X = =
X ) iyl X x4 1
X
2)
x*+1=(x?+ ax+ b)(x%+ cx+ d)
=x* o+ dx?
+ ax® + acx® + adx
+ bx? + bex+ bd
=x3+(a+r Qx3+(d+ b+ aQ)x*+(ad+ bd x +
1229 T (LRt ag fady D> iy
0 0 0
at+c=0 a= ¢ b=1
d+ b+ac=0 |d+b a®=0 d=1IO
ad+ bc=0 ad ba=0 a= pﬁ
bd=1 bd=1! a60;d=b|c= 2
a:pi;b=1; =1;d= p%_
Q(x) = (x*+ = 2x +1)(x? 2 +1)
3)
X _ Bl>§1+C1 BZ)$,‘+C2 _
x4+1  x2+ " 2x+1  x2_ ' 2Xx+1 p
(B1ix + C1)(x? EX+|)+(|32X+ Co)(x2+ = 2x+1)
Q(x) Q(x) 0
- B;LX3 EB]_X2 + Bix + C1X2 §C1X + C1+ BzX3 + éBzX2 + Box + CzX2 + ECZX + C,
Q(x) Q(x)
_ X X
Tx4+1 0 Q(x)
Bpth=O _
2B:1+Ci1+ 2B,+C,=0
Ci+C,=0
_ Pon _ —n-Rm. - _1P3
B:= B> 2 2pBg—O B,=0;B;=0 pCZ_p‘_‘ 2
Ci= GC, +2 §C1=+l C1:2§: TZ:% 2
P(x) iP5 1P3
= X b + b
ZQ(X) s X2+ 231l X2 x+1
de wdx 1}9E dx +1p§ dx
Q 4 X2+ 2x+1 4 X2 2x+1
1, 1 P~ 1 P
ZEX Earctan( 2x +1) + Earctan( 2x 1)+ C

von Jana erganzen
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Kapitel VI. Integralrechnung

Nebenrechnung:
2
x2+p§x+1=% X %pi +%
1 1P=,
=5 1+2(x > 2)
= % 1+(p§x 1)°
z dx z dx 1 p
P— =2 p— =2p—arctan( 2x 1
x2 | 2x+1 1+ 2x 1)2 P3 ( )
Beispiel:
[Same as above, nur schlimmer. -tv]
leo x2+ x8+ x7  2x6+2x*+ x3+5x? x+5dx
x8  2x4+1
x3  x? 1 1 1 x+1 P
=?— —+Xx + +lo — x2+1 +C
3 2 Xx 1 x+1 202+1) 9 X 1
. . . o1
=??logjx +1j logjx 1j+ éIog(x2+ a)
x“:=y

NR: x8 x4+1 y2 2y+1=(y 1)?=(x* 1> (x?>+1)2(x*> 1)

Y 22. Uneigentliche Integrale

De nition 22.1 (Uneigentliche Integrale). Es seil ein Intervall, f sei eine Funktion:
'Y Rmitfj. 2R(; ] furalle ; 2Rmit[; ] 1.
f heiyt uneigentlich integrierbar (Uber 1), wenn fir ein 2 1
Z Z
Iilma f (x)dx und Iimb f (x)dx

!
21 21

existieren. R
Man schreibt dann :f (x)dx, mit a;b: Rander von .

Beispiele 22.2. 1))

. 1 o o
I =(1 ;1).Seif(x)= gtz , 1% existiert 2 arctan x
dies?
Z
X —arctanx =
1+ x2
rctan rctan ! = — =
arcta arcta . 3 5
!l ....................... —_
2
Z
1
2.) p?dx
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Y 22. Uneigentliche Integrale

21
I
| P
1+ 1
I
I
| |
1
1
X _oxtlop 2P
X 1o
9 dX Zl ZQ
3. = lim f (x)dx + lim f (x)dx
) B =lm, o fO0dxlim  FO)
0 1 9
1_
Zl
3 3 3P 3 2 3
fdx==(x 1)2 =% ("2 Z( 15, —
0 2 2 |_2{z_} ro 2
. =}
9
3 2 9 3R+,
= — = —_ "2
1+"de 2(x 1)3l+ 6 5 '.06
9
dx
=6 =41
y 0 5 X 1 2
Z+l
dx
4) 1?

Ri1 4 +1 I
1 & =1In(x) T 0 O gilt nicht!

Z+l dx

1 X
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m
!0
>0

dx .
— + |im

1

Z
Yax .
— existiert nicht
X "o . X
>0y 41
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Kapitel VI. Integralrechnung

Z+1

5) sinxdx existiert nicht
1

76

Z,

0

sinxdx

+1
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Y 22. Anwendung der Substitionsregel

Anwendung der Substitutionsregel

Substitutionsregel:

Z ' (b) Z b

() fogdx = f( (1) " Yt
' (a) a

z b z b

p_
= eXdx= e 'dt
a a

1.) | ist gleich der rechten Seite von ?)

f(x)=2x & ' ()= P

Zy Zy
p- -
e 'dt = zpt e! —%—_dt
a a 2t
ZPg Z
2xe*dx = 2xe* 2e*dx
PE gfo
5
=2x € 2¢ =2€(x 1),
a
P — P p—
=2e? pb 1 288 P3 1
2.) | ist gleich der linken Seite von (?)
p_
f(x)=e* '(t)=(n t)?
Zy ,_ Z,
| = e Xdx = f (x)dx
Za a
p____
= e MY 2nt %dt
p_
a=(n t)? Pazint t=zeb
ARS" 1 S
= t - 21 Intdt=2+(n t 1) ,_
Py t e 3
P- P_ P— p_
=2eb "'b 1 27P3 1

[Es folgten noch Lésungen zum Ubungsblatt

[Damit enden Kapitel VI und Kurs Il. Rest folgt in separater D atei.
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R o5 Symbole
Pas
"-Umgebung, 8

A
Abb(N;X), 13
abgeschlossene Menge, 10
Ableitung, 41
absolut konvergent, 22
Abstand, 7
alternierend, 22
archimedisch geordneter Korper, 5
arithmetisches Mittel, 3
Asymmetrie, 1

B
Bernoulli  sche Ungleichung, 3
beschrankt, 25

Folge, 13
Beschranktheit, 29
Betrag

fur R", 10
Bolzano-Weierstray, 18

C
c, 14
C(), 47
Co, 15

Couchy-Folge, 19
Couchy-Kriterium, 19, 22

D
Danksagung, ii
Di erenzenquotient, 41
Di erenzialquotient, 41
di erenzierbar, 41
Disclaimer, ii
divergent, 14
Division mit Rest, 71

E
Einschrankung, 28
Entwicklungssatz, 48
"-Umgebung, 8
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Extremwerte
lokale, 49

F

Folge, 13
Folgenbedingung, 31
Fortsetzung

stetige, 33
Funktion

Treppen-, 63
Funktionsreihen, 55

G
geometrische Reihe, 22
geordnetes Mittel, 3
gleichméyige Stetigkeit, 39
Grenze, 4
Grenzwert, 14

H
Haufungspunkt, 9
harmonische Reihe, 21
Hauptsatz der Di erential- und Integralrech-
nung, 68
Hausdorf, 8

In mum, 4

Int, (f), 64

Integral, 64, 65
unbestimmtes, 66
uneigentliches, 74

Integralmittelwert, 67

integrierbar, 65
Riemann, 65

K

Kettenregel, 32, 35, 42
Korper

archimedisch geordnet, 5

linear geordneter, 1
kompakte Menge, 38
Komposition, 28
konjugiert-komplexer Pol

Abspaltung einess, 72
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Kontakt, ii Pol
konvergent, 14, 21 Abspaltung einess, 72
absolut, 22 Abspaltung eines konjugiert-komplexen
Konvergenz s, 72
Norm, 54 Polynom, 32
punktweise, 53 Taylor-, 47
Konvergenzradius, 57 Polynome
Entwicklungssatz, 48
L Potenzreihe, 57
It 13 Produktenregel, 42
Leibnitz-Kriterium, 22
lim, 14 Q
Limes, 14 Quotientenkriterium, 24
linear geordneter Korper, 1 Quotientenregel, 42
lineare Ordnung, 1
Linearitat, 1 R
R-integrierbar, 65
. M . rationale Funktion, 32
Majorantenkriterium, 23, 55 Raum
Maximum, 38 topologischer, 9
Menge Re exivitat, 1
abgeschlossene, 10 Reihe, 21
kompakte, 38 geometrische, 22
M_et,“k’ 7 harmonische, 21
Minimum, 38 Potenz-, 57
Minurantenkriterium, 23 Taylor-, 59
Mittel ’

Rest
Division mit, 71
Restfunktion, 41

arithmetisches, 3
geordnetes, 3

Mittelwert Restriktion, 28
_Integral-, 67 Riemann-integrierbar, 65
Mittelwertsatz Rolle. 44
der Integralrechnung, 67 '
Erster M. der Di erentialrechnung, 45 s
Zweiter M. der Di erentialrechnung, 46 Schranke
monoton, 17 . obere, 4
Monotone Funktion, 29 untere, 4
N Schwarz sche Ungleichung, 3
Norm, 13, 29 Stammfunkt@on, 67
Norm-Konvergenz, 54 Stammfunktionen
Nullfolge, 15 _Tabelle, 68
stetige Fortsetzung, 33
o) Stetigkeit, 30
obere Grenze, 4 gleichmayige, 39
obere Schranke, 4 Substitutionsregel, 69
O ene Menge, 9 Summe, 21
o ene Uberdeckung, 39 Supremum, 4
Ordnung
lineare, 1 T
T(l), 63
P Tailor-Reihe, 59
Partialsumme, 21 Taylor-Polynom, 47
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Teilfolge, 17
topologischer Raum, 9
Transitivitat, 1
Treppenfunktion, 63

U
Uberdeckung, o ene, 39
Umgebung, 8
Umkehrfunktion, 30, 37, 43
unbestimmtes Integral, 66
uneigentliche Integrale, 74
Ungleichung

Bernoulli sche, 3

Schwarz sche, 3
untere Grenze, 4
untere Schranke, 4

Y
Verknipfung, 28

W
Wurzel, 5
Wurzelkriterium, 24

Z
Zwischenwertsatz, 36

mathe2/2005-03-23

Index

81



	I Reelle Zahlen
	1 In R gibt es eine „natürliche“ lineare Ordnung  mit den Eigenschaften:
	Vergleich zwischen  und <
	Geometrische Definition von R
	Drei Ungleichungen

	2 Vollständigkeit von bold0mu mumu RR2RRRR
	Existenz der Wurzel
	Intervalle in R

	3 Metrik in R (Abstandsfunktion)
	4 Topologie in R
	Offene Menge
	Rationale Zahlen in den Reellen Zahlen


	II Folgen und Reihen
	5 Folgen
	6 Konvergenzkriterien für Folgen
	Äquivalente Vollständigkeitsaussagen

	7 (Unendliche) Reihen
	Rechnen mit konvergenten Reihen
	Absolute Konvergenz (von Reihen)

	8 Konvergenzkriterien für Reihen
	9 Folgen, Reihen und Konvergenz in Rn und C
	Konvergenzbegriff in Abb(N, Rn)


	III Stetige Funktionen
	10 Reelle Funktionen
	Operationen in Abb(D, R)
	Graph einer Funktion

	11 Stetigkeit und Grenzwerte von reellen Funktionen
	Polynome und rationale Funktionen

	12 Eigenschaften von stetigen Funktionen

	IV Differentialrechnung
	13 Differenzierbarkeit
	14 Mittelwertsätze der Differentialrechnung
	15 Höhere Ableitungen, Satz von Taylor
	Anwendungen des Taylorschen Satzes
	Lokale Extremwerte
	Die Landauschen Symbole


	V Folgen und Reihen von Funktionen
	16 Konvergenz von Funktionsfolgen
	Funktionsreihen
	Eigenschaften der Grenzfunktion

	17 Potenzreihen
	18 Elementare Funktionen
	Exponentialfunktion ex
	Logarithmus
	Exponentialfunktion zur Basis a > 0, ax
	Logarithmus zur Basis a
	Allgemeine Potenz xa (a R, x > 0)
	Sinus, Cosinus
	Tangens, Cotangens
	Zyklometrische Funktionen



