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Kapitel I: Reelle Zahlen

� (R ; + ; �; 0; 1) � Körper, a 2 R; � a; a 6= 0 ; 1
a .

� N � Z � Q � R � C

� N 0 = N [ f 0g

� R n � Vektorraum

Inhaltsangabe

1. In R gibt es eine �natürliche� lineare Ordnung � mit den Eigenschaften: 1

Vergleich zwischen � und < . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

Geometrische De�nition von R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

Drei Ungleichungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2. Vollständigkeit von R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

Existenz der Wurzel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

Intervalle in R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

3. Metrik in R (Abstandsfunktion) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

4. Topologie in R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

O�ene Menge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

Rationale Zahlen in den Reellen Zahlen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

Ÿ 1. In R gibt es eine �natürliche� lineare Ordnung �
mit den Eigenschaften:

(i) x � x (Re�exivität)

(ii) (x � y) ^ (y � x) ) (x = y) (Asymmetrie)

(iii) (x � y ^ y � z) ) x � z (Transitivität)

(iv) x � y _ y � x (Linearität)

(v) x � y ) x + z � y + z (Verträglichkeit der Ordnung mit der Addition)

(vi) (x � y ^ 0 � z) ) x � z � y � z (Veträglichkeit der Ordnung mit der Multiplikation)

Ein Körper mit einer linearen Ordnung � , die (v) und (vi) erfüllt, heiÿt linear geordneter
Körper .

� Die Eigenschaften (i)�(iv) beschreiben eine lineare Ordnu ng.

mathe2/2005-03-23 1



Kapitel I. Reelle Zahlen

Vergleich zwischen � und <

(1)
x � y , x < y _ x = y
x < y , x � y ^ x 6= y

x 2 R heiÿt positiv , wenn 0 < x ; negativ , wenn x < 0.
x < y � z :, x < y ^ y � z.
x2 � 0 gilt für alle x 2 R.

Satz 1.1. Es gelten:

(i) (a � b^ c � d) ) a + c � b+ d

(ii) (a < b ^ c � d) ) a + c < b + d

(iii) (0 � a � b^ 0 � c � d) ) a � c � b� d

(iv) (0 � a < b ^ 0 < c � d) ) a � c < b � d

(v) (a � b^ c < 0) ) a � c � b� c

(vi) (a < b ^ c < 0)) ) a � c > b � c

(vii) 0 < a ) 0 < 1
a

(viii) 0 < a < b ) 1
b < 1

a

(ix) Alle natürlichen Zahlen sind positiv.

Beweis (von (vii)):
Aus 0 < a folgt, dass a 6= 0 . D.h. 1

a existiert. Wäre 1
a < 0, dann würde aus0 < a folgen (aus

(vi)): a := 0 ; b := a; c := 1
a : 0 � 1

a > a � 1
a y 0 > 1. Aus (vi) a := 1 ; b := 0 ; c := 1 : 1 � 1 > 0 � 1 ,

1 > 0 � Widerspruch.

Geometrische De�nition von R

Rkann man geometrisch als Gerade interpretieren (jeder Punkt entspricht 1 : 1 einer reellen
Zahl).

0 1 a b<

Bemerkung 1.2. Der Körper C ist nicht linear geordnet.

Beweis:
Wäre � solch eine lineare Ordnung fürC (d.h. (i)�(vi) gilt für � in C), dann würde i 2 � 0,
d.h. � 1 > 0 gelten.
0 < a; 0 < b ) 0 < a � b; a := � 1; b := � 1
0 < (� 1)(� 1) y 0 < 1
� 1 > 0 ) 1 + ( � 1) > 1 + 0
0 > 1 � Widerspruch.
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Ÿ 1. In R gibt es eine �natürliche� lineare Ordnung � mit den Eigenschaften:

Drei Ungleichungen

Satz 1.3 (Bernoullische Ungleichung). Für alle x 2 R mit x � � 1 und alle n 2 N 0 gilt:

(2) 1 + n � x � (1 + x)n

Beweis (Vollständige Induktion):
(n = 0 )

1 + 0 � x � (1 + x)0 (x0 := 1 ; x 2 R)

1 � 1

(n ! n + 1 ) Wir setzen 1 + n � x � (1 + x)n vorraus.

Da x � � 1 y x + 1 � 0. Somit (1 + x)n +1 = (1 + x)n (1 + x) � (1 + nx)(1 + x). Somit
gilt

(3) (1 + x)n +1 � 1 + ( n + 1) x + n � x2

n � 0; x2 � 0 y n � x2 � 0. Somit (1 + x)n +1 � 1 + ( n + 1) � x.

Wann gilt in (2) � = �?

� n = 0 und alle x � � 1

� n = 1 und alle x � � 1

� n > 1; x = 0

Aus (3) folgt: n > 1; x 6= 0 y n � x2 > 0. Somit gilt > für alle x 6= 0 und n > 1.

Es seiena; b 2 R mit a > 0 und b > 0. Dann heiÿt
p

a � b das geordnete Mittel von a
und b. Für a; b2 R heiÿt a+ b

2 das arithmetische Mittel von a und b.

Satz 1.4. Es seiena; b2 R; a; b > 0. Dann gilt:

(4)
p

a � b �
a + b

2

Beweis (indirekt):
Angenommen für gewissea; b gilt

p
a � b > a+ b

2 . Da a+ b
2 > 0, gilt

� p
ab

� 2
>

�
a + b

2

� 2

4ab > a2 + 2 ab+ b2

0 > a 2 � 2ab+ b2

0 > (a � b)2 � Widerspruch.

Es gilt � = � in (4) genau dann, wenn a = b.

Satz 1.5 (Schwarzsche Ungleichung). Es seienx1; : : : ; xn ; y1; : : : ; yn 2 R. Dann gilt

(5) x1 � y1 + � � � + xn � yn �
q

x2
1 + � � � + x2

n �
q

y2
1 + � � � + y2

n

mathe2/2005-03-23 3



Kapitel I. Reelle Zahlen

Beweis:
sind alle x i und yj = 0 gilt (5) o�ensichtlich.

Es sei x i 6= 0 und yj 6= 0 . Dann gilt x2
1 + � � � + x2

n > 0 und y2
1 + � � � + y2

n > 0. Sei x :=p
x2

1 + � � � + x2
n ; y :=

p
y2

1 + � � � + y2
n . Es gilt

(6) 0 �
�

x i

x
�

yi

y

� 2

=
x2

i

x2 � 2
x i � yi

x � y
+

y2
i

y2 für alle i = 1 ; : : : ; n :

Addiert man die Ungleichungen (6), so erhält man

2
xy

� (x1y1 + � � � + xn yn ) �
x2

1

x2 + � � � +
x2

n

x2 +
y2

1

y2 + � � � +
y2

n

y2

1
xy

� (x1y1 + � � � + xn yn ) �
1

2x2 � x2 +
1

2y2 � y2 =
1
2

+
1
2

= 1

x1y1 + � � � + xn yn � x � y

Ÿ 2. Vollständigkeit von R

De�nition 2.1. Es seienA; B nichtleere Teilmengen vonR und c 2 R.

� A � c :, (8a 2 A)(a � c)

� c � B :, (8b 2 B )(c � b)

� A � B :, (8a 2 A)(8b 2 B )(a � b)

2.2 (Axiom der Vollständigkeit von R). Zu zwei nichtleeren TeilmengenA und B von R
mit A � B gibt esc 2 R mit A � c � B .

A; B 6= ; ; A � B ) 9 c 2 R(A � c � B )
Nicht in Q, weil

p
2 =2 Q : A := f x 2 Q; 0 < x; x 2 � 2g; B := f x 2 Q; 0 < x; x 2 � 2g.

De�nition 2.3. Sei M eine nichtleere Teilmenge vonR und s 2 R.

(i) s heiÿt obere Schranke von M (untere Schranke von M ), wenn M � s (M � s).

(ii) M heiÿt nach oben (unten) beschränkt , wenn M eine obere (untere) Schranke hat.

(iii) M heiÿt beschränkt , wenn M nach oben und nach unten beschränkt ist.

De�nition 2.4.

1.) Es sei s 2 R, M nichtleere Teilmenge vonR. s heiÿt Supremum von M (oder obere
Grenze bzw. kleinste obere Schranke), wenn

� M � s

� (8s0 2 R)(M � s0 ) s � s0).

Schreibweise:sup(M ).

2.) Sei s 2 R, M � R; M 6= ; . s heiÿt In�mum von M (oder untere Grenze , gröÿte
untere Schranke), wenn

� s � M

4 mathe2/2005-03-23



Ÿ 2. Vollständigkeit von R

� (8s0 2 R)(s0 � M ) s0 � s).

Schreibweise:inf(M ).

Wenn sup(M ) existiert, ist es eindeutig (analog für das In�mum).

Satz 2.5. Jede nichtleere, nach oben beschränkte Teilmenge besitzt ein Supremum.

Beweis:
Sei M 2 R; M 6= ; ; M nach oben beschränkt. SeiA := M; B := f r 2 RjM � rg. A 6= ; ; B 6=
; ; A � B y Vollständigkeits-Axiom: c 2 R; A � c � B . Wir zeigen sup(M ) = c:
A � c � c obere Schranke vonA = M . c � B , somit ist c die kleinste obere Schranke, das
Supremum.

Völlig analog: Jede nichtleere, nach unten beschränkte Teilmenge besitzt ein In�mum.

Satz 2.6 (Archimedes). (8a 2 R)(9n 2 N)(a < n ).

Beweis (indirekt):
Angenommen N ist nach oben beschränkt. Nach Satz 2.5 existiertsup(N) =: s. Somit gilt
für alle n 2 N n � s. Also n + 1 � s ) n � s � 1. Somit ist s � 1 obere Schranke vonN.
Widerspruch, da s kleinste obere Schranke war unds � 1 < s .

De�nition. Ein linear geordneter Körper K , in dem die Mengef 1K ; 2K ; 3K ; : : : g nicht nach
oben beschränkt ist, heiÿtarchimedisch geordneter Körper .

Korollar 2.7. Sei x 2 R. Dann gilt:

1.) 0 < x ) (9n 2 N)(0 < 1
n < x )

2.) 0 � x � 1
n für alle n 2 N ) x = 0

3.) (8" 2 R; " > 0 : 0 � x � " ) ) x = 0 �

Beweis:
(i). Sei a := 1

x . Nach 2.6 gibt esn 2 N mit a < n . (a < n ) 1
n �a < 1

n �n, 1
n �a < 1 ) 1

a � 1
n �a < 1

a ,
1
n < 1

a )
1
n < 1

a , 1
a = x y 1

n < x .

(ii). Wäre x > 0 y 9m 2 N mit 1
m < x , nach 1.). Daraus folgt 1

m < 1
m +1 � Widerspruch.

(iii). ist eine Verallgemeinerung von 2.)

Existenz der Wurzel

Satz 2.8. Es sei a 2 R; a > 0. Dann existiert genau eineZahl s 2 R; s > 0 mit s2 = a. Für
diese (eindeutige) Zahl schreibt man

p
a (Wurzel aus a).

� Hier stand ursprünglich (8" 2 R ; " > 0)(0 � x < " ) x = 0) , doch das ergibt keinen Sinn, oder? -tv
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Kapitel I. Reelle Zahlen

Beweis:
(1. Fall) 0 < a � 1 Dann gilt a2 � a (a � 1; a � a � a � 1). Sei M := f x 2 R : x2 � ag. M 6= ; ,

weil a 2 M ; 1 ist obere Schranke vonM , weil a � 1. Somit existiert sup(M ). Es sei
s := sup( M ). Wir zeigen s2 = a.

Sei y := 1
2 (s + a

s ). y2 � a = 1
4 (s � a

s )2 � 0. Also y2 � a. Somit y obere Schranke vonM .
Somit gilt s � y y 2s2 � 2sy = s(s + a

s ) = s2 + a y s2 � a.

z := a
y ; a > 0; y > 0 y z > 0.

Da y2 � a gilt z2 = a2

y 2 � a. Somit z 2 M y z � s y a
y � s. 2a � 2ys = ( s + a

s ) � s =
s2 + a y a � s2.

Beide zusammen ergebens2 = a.

Eindeutigkeit: Seien s; t > 0 mit s2 = t2 = a. 0 = a � a = s2 � t2, (s � t)(s + t) = 0 ,
s � t = 0 (wegens + t > 0), s = t.

(2. Fall) a > 1 b := 1
a . 0 < b < 1. Fall 1 für b liefert t mit t2 = b. Sei s := 1

t , dann gilt s2 = a.

Hinweis: Der Rest des Abschnitts wurde nur im Sommersemester 2002, nicht 2000, gelesen:

Man erweitert R manchmal um zwei Punkte �1 und + 1 zu

bR = R [ f�1 ; + 1g

Die Ordnung < wird erweitert auf �1 < x < + 1 ; x 2 R; �1 < + 1 .
Ist M 6= ; und nicht nach oben beschränkt, dann schreibt mansup(M ) = + 1 (analog

inf (M ) = �1 ).

Intervalle in R

Seiena; b2 R.

(a; b) = (] a; b[) := f c 2 Rja < c < b g beidseitig o�en

(a; b] = (] a; b]) := f c 2 Rja < c � bg rechtsabgeschlossen

[a; b) = ([ a; b[) := f c 2 Rja � c < bg linksabgeschlossen

[a; b] = ([ a; b]) := f c 2 Rja � b � cg abgeschlossen

Intervalle in R: z. B. (�1 ; a]; [a; + 1 ); (�1 ; + 1 )(= R)
Intervalle in bR: [�1 ; a] usw.

De�nition 2.9 (Maximum, Minimum einer Menge). Sei M (unechte) Teilmenge vonR.
Hat M ein gröÿtes Element, dann heiÿt dies Maximummax(M ) und es giltmax(M ) = sup( M ).
Analog Minimum min(M ) = inf( M ).

Beispiel:
a; b2 R; a < b; sup(a; b) = b; max(a; b) existiert nicht.
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Ÿ 3. Metrik in R (Abstandsfunktion)

Ÿ 3. Metrik in R (Abstandsfunktion)

jxj :=

(
x : x � 0
� x : x < 0

; jxj =
p

x2

jxj � 0; jxj = 0 , x = 0

jx � yj = jxj � j yj

jx + yj � j xj + jyj

x � j xj

jxj < " , x0 � " < x < x 0 + " (Gilt auch für � )

De�nition 3.1 (Abstand). Für alle x; y 2 R heiÿt d(x; y) := jx � yj der euklidische
Abstand der Punkte x und y.

Satz 3.2. Die Funktion d hat folgende Eigenschaften:d : R � R ! R

(1) d(x; y) � 0 und d(x; y) = 0 , x = y

(2) d(x; y) = d(y; x)

(3) d(x; y) � d(x; z) + d(z; y).

Beweis:
(1) folgt aus der De�nition des Abstands.

(2) d(x; y) = jx � yj = j(� 1)(y � x)j = j � 1jjy � xj = d(y; x).

(3) x � y = ( x � z) + ( z � y). jx � yj � j x � zj + jz � yj. d(x; y) � d(x; z) + d(z; y).

Jede Funktion f de�niert auf einer Menge X mit f : X � X ! R mit den Eigenschaften
3.2,(1). . . (3) heiÿt Metrik des Raumes X . (X; d ) ist ein metrischer Raum.

Beispiel für eine nichteuklidische Metrik:
Sei h(x; y) := j x � y j

1+ jx � y j = d(x;y )
1+ d(x;y ) . h ist eine Metrik in R.

(1) h(x; y) � 0; h(x; y) = 0 , x = y

(2) h(x; y) = h(y; x)

(3) h(x; y) � h(y; z) + h(z; y)

p(z) := j zj
1+ jzj . Zu zeigen:p(a+ b) � p(a)+ p(b). Beweis:ja+ bj � j aj+ jbj. 1+ ja+ bj � 1+ jaj+ jbj.

1
1+ jaj+ jbj � 1

1j+ ja+ bj .

p(a + b) = j a+ bj
1+ ja+ bj = 1 � 1

1+ ja+ bj � 1 � 1
1+ jaj+ jbj = j aj+ jbj

1+ jaj+ jbj = j aj
1+ jaj+ jbj + j bj

1+ jaj+ jbj �
j aj

1+ jaj + j bj
1+ jbj = p(a) + p(b).

a = x � z; b= z � y.

p(x � y) � p(x � z) + p(z � y)

= = =

h(x; y) � h(x; z) + h(z; y)

Zur Verdeutlichung des Unterschiedes zwischenh und d:

h(x; y) = d(x; y) ,
jx � yj

1 + jx � yj
= jx � yj , j x � yj = 0

also
h(x; y) 6= d(x; y) für x 6= y; h(x; y) = d(x; y) für x = y
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Kapitel I. Reelle Zahlen

Ÿ 4. Topologie in R

De�nition 4.1.

i) Es seien a 2 R; " 2 R; " > 0 und d eine euklidische Metrik in R. Dann heiÿt die Menge

U" (A) := f x 2 R : d(x; a) < " g

" -Umgebung von a (in R).

aa � " a + "

U" (a)

ii) Es sei a 2 R und U � R. U heiÿt Umgebung von a, wenn

(9" > 0)(U" (a) � U)

aa � " a + "

U" (a)

� U ist Umgebung von a und U � V ) V ist Umgebung von a

� Die Vereinigung (beliebig) vieler Umgebungen vona ist wieder eine Umgebung vona.

(Es seienUi ; i 2 I Umgebungen vona. Sei i 0 2 I . Dann gilt U" (a) � Ui 0 für ein gewisses
" . U" (a) � Ui 0 �

S
i 2 I Ui .)

� Der Durchscnitt endlich vieler umgebungen vona ist wieder eine Umgebung vona.

(GegebenU1; : : : ; Un � Umgebungen vona. U" 1 (a) � U1; : : : ; U" n (a) � Un . Sei" minf "1; : : : ; "n g.
U" (a) �

T n
i =1 Ui .)

� a 2 U; U � Umgebung von a.

Hinweis: �Endlicher Durchschnitt� kann nicht durch �unendlicher Du rchschnitt� ergänzt
werden: U 1

n
(0); n 2 N :

T
n 2 N U 1

n
(0) = f 0g � das ist keine Umgebung von0.

Satz 4.2 (Hausdorf ). Es seiena; b 2 R; a 6= b. Dann gibt es UmgebungenU von a und V
von b mit U \ V = ; . (Hausdorf-Eigenschaft)

Beweis:
Da a 6= b y d(a; b) > 0. Sei " := d(a; b). De�niere U := U "

2
(a)undV := U "

2
(b). U ist eine

Umgebung von a nach De�nition. Das gleiche gilt für v. Zu zeigen ist, dassU \ V = ; .
Wäre x 2 U \ V , dann würde gelten: d(a; b) � d(a; x) + d(x; b) < "

2 + "
2 = " = d(a; b) �

Widerspruch.
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Ÿ 4. Topologie inR

O�ene Menge

De�nition 4.3. Eine Teilmenge M von R heiÿt o�en � , wenn für jedes x 2 M für ein
gewisses" x > 0 gilt:

U" � M

(Äquivalent: M ist Umgebung für jedesx 2 M .)

Beispiele
� O�enes Intervall: o�en

� Abgeschlossenes Intervall: nicht o�en (M ist nicht Umgebung für die Intervallgrenzen).

� ; : o�en

� R: o�en

Satz 4.4 (Eigenschaften von o�enen Mengen).

1.) ; und R sind o�en.

2.) Die Vereinigung beliebig vieler o�ener Mengen ist o�en.

3.) Der Durchschnitt endlich vieler o�ener Mengen ist o�en.

De�nition 4.5 (Topologischer Raum). Es sei X eine Menge und
 eine Teilmenge von
} (X ), d.h. 
 � } (X ). (X; 
) heiÿt topologischer Raum , wenn folgende Axiome erfüllt sind:

AX1) ; ; X 2 


AX2) Die Vereinigung (beliebig vieler) Elemente aus
 gehört zu
 .

AX3) Der Durchschnitt endlich vieler Elemente aus
 gehört ebenfalls zu
 .

Beispiele
(R; f o�ene Menge in Rg), (R; f; ; Rg), (R; } (R)) .

Rationale Zahlen in den Reellen Zahlen

Satz 4.6. Es sei a 2 R. In jeder Umgebung vona liegt eine rationale Zahl.

Beweis:
Sei U eine Umgebung vona und U" (a) � U für ein gewisses" > 0. Dann gibt es u 2 N mit
0 < 1

n < " . Die Menge

(1) M := f m 2 N : m � (a + ") � ng

ist nicht leer. Somit besitzt M ein kleinstes Element. Seik diese Zahl. Dann gilt: k � 1 <
(a+ ") �n y k � 1

n < n + " . k � (a+ ") �n � (a+ 1
n ) �n = a�n+1 y k � 1 � a�n y k � 1

n � a > a � " .
k � 1

n 2 Q und k � 1
n 2 U" (a).

Hinweis
Aus Satz 4.6 folgt, dass in jeder Umgebung vona unendlich viele rationale Zahlen liegen.

De�nition 4.7. Es sei M � R und a 2 R. a heiÿt Häufungspunkt von M , wenn in jeder
Umgebung vona ein Punkt liegt, der aus M ist und der nicht gleich a ist.

� Achtung: Als Gegenteil von o�en ist �nicht o�en� zu verwende n, nicht etwa ein Wort mit abge..., das wir später
für etwas anderes verwenden werden.
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Kapitel I. Reelle Zahlen

Beispiel: M = f ag; a 2 R. a ist nicht Häufungspunkt von M .

Satz 4.8. Jede reelle Zahl ist Häufungspunkt der rationalen Zahlen.

Hinweis: Zwischen zwei rationalen Zahlen liegt eine irrationale Zahl.

De�nition 4.9 (Abgeschlossene Menge). Es sei M � R. Dann heiÿt M abgeschlossen,
wenn jeder Häufungspunkt vonM zu M gehört.

Beispiel: Abgeschlossenes Intervall.

Satz 4.10. M � R ist genau dann abgeschlossen, wennR n M := f x 2 R j x =2 M g eine
o�ene Menge ist.

Beweis:
( Sei R n M o�en und x ein Häu�ngspunkt von M . Wäre x 2 R n M , so wäre R n M

eine Umgebung vonx, da R n M o�en ist. R n M enthält keine Elemente von M . Also
x =2 R n M . D.h. x 2 M .

) SeiR nM o�en. Daraus folgt: Es gibt x 2 R nM , sodassR nM nicht Umgebung von x ist.
Wir zeigen, dass dannx Häufungspunkt von M ist (Somit wäre M abgeschlossen). D.h.
8" > 0 gilt U" (x) 6� R nM y 8" > 0U" (x) \ M 6= ; . Da x =2 M y x muss Häufungspunkt
von M sein � Widerspruch.

Beispiele und Eigenschaften abgeschlossener Mengen
(i) ; ist abgeschlossen.

(ii) R ist abgeschlossen.

(iii) x1; : : : ; xn abgeschlossen) x1 [ � � � [ xn abgeschlossen.

(iv) beliebiger Durchschnitt ist abgeschlossen.

(v) f xg ist abgeschlossen (da endliche Mengen keine Häufungspunkte haben).f 1
n g; n 2 N ist

abgeschlossen.f 1
n : n 2 Ng ist jedoch nicht abgeschlossen (Häufungspunkt 0), obschon

dies eine unendliche Vereinigung abgeschlossener Mengen ist.

(vi) f n : n 2 Ng ist abgeschlossen (kein Häufungspunkt).

Verallgemeinerung auf Rn . Es sei~x 2 R n , d.h. ~x =

 x 1

...
x n

!

mit x i 2 R; 1 � i � n. Dann

sei j~x :=
p

x2
1 + � � � + x2

n und heiÿt Betrag von ~x . Es gelten:

(i) j~xj � 0; (j~xj = 0 , ~x = ~0)

(ii) ja � ~xj = jaj � j ~xj

(iii) j~x + ~yj � j ~xj + j~yj

Beweis (von (iii)):

Gegeben seienx1; : : : ; xn ; y1; : : : ; yn und ~x =

 x 1

...
x n

!

; ~y =

 y1

...
yn

!

. Dann gilt: j~x + ~yj2 =
P n

k=1 (xk + yk )2 =
P n

k=1 x2
k +2 �

P
k xk �yk �

P
y2

k = j~xj2+2
P

xk �yk + j~yj2 � j ~xj2+2 �j~xj�j~yj+ jyj2 =
(j~xj + j~yj)2 (nach der Schwarzschen Ungleichung, Satz 1.5 auf Seite 3)

10 mathe2/2005-03-23



Ÿ 4. Topologie inR

De�nition 4.11. Es seien~x; ~y 2 R n . d(~x; ~y) := j~x � ~yj.

Satz 4.12. d ist eine Metrik in Rn .

Beweis:
d(~x; ~y) = j~x � ~yj = j(~x � ~z) + ( ~z:~y)j � j ~x � ~zj + j~z � ~yj = d(~x; ~z) + d(~z; ~y).

Hinweis: Mittels d kann man in R n die Begri�e: " -Umgebung, Umgebung, o�ene Menge,
Häufungspunkt, abgeschlossene Menge usw. de�nieren.
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Kapitel II: Folgen und Reihen
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Ÿ 5. Folgen

De�nition 5.1 (Folge). Es seiX eine nichtleere Menge. EineFolge in X ist eine Abbildung
von N in X . Also f : N ! X; n ! f (n). Für f (n) schreibt man an und nennt an (das n-te)
Folgeglied der Folge f . Statt f schreibt man (an )n 2 N oder (an )n � 0

� .
Abb(N ; X ) ist die Menge aller Folgen inX .

Operationen in den Folgen in R
.

(i) (an )n 2 N ; (bn )n 2 N 2 Abb(N ; R). Dann gilt (an ) + ( bn ) := ( an + bn ).

(ii) a 2 R; a � (an ) := ( a � an )

(iii) (aN ) � (bN ) := ( an � bn )

Aus (i) und (ii) folgt, dass (Abb( N ; R); + ; �Sk ) Vektorraum über R ist. (Abb( N ; R); + ; �) ist
kein Körper.

De�nition 5.2 (beschränkte Folge). Eine Folge in R (an )n 2 N heiÿt beschränkt , wenn

k(an )n 2 N k := supfj an j : n 2 Ng < 1 (existiert) :

k(an )n 2 N k heiÿt Norm von (an ). l1 ist die Menge aller beschränkten Folgen.

Beispiele
(i) a 2 R (an )n � 0 := ( a)n � 0 2 l1 (konstante Folge, jedes Folgeglieda)

k(an )k = jaj

(ii) ( 1
n )n 2 N 2 l1 k( 1

n )k = 1

(iii) (n)n 2 N =2 l1

� Im folgenden wird auch gelegentlich der Index n 2 N weggelassen und nur (an ) geschrieben.
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Kapitel II. Folgen und Reihen

Satz 5.3. Der Raum l1 ist abgeschlossen bezüglich+ ; �Sk ; �. Somit ist l1 ein Untervektorraum
von Abb(N ; R).

Die Funktion k � k erfüllt die Eigenschaften einer Norm (kf k � 0; kf k = 0 < ? > f =
(0)n 2 N ; ka � f k = jaj � kf k; kf + gk � k f k + kgk).

De�nition 5.4.

(i). Eine Folge (an )n 2 N heiÿt konvergent gegen a 2 R , wenn in jeder Umgebung vona
alle, auÿer endlich viele� , Glieder der Folge (an )n 2 N liegen.

(ii). Eine Folge (an )n 2 N heiÿt konvergent , wenn a 2 R existiert mit (an )n 2 N konvergiert
gegena.

(iii). Die Menge aller konvergenten Folgen wird mit c bezeichnet.

(iv). Für �nicht konvergent� sagt man divergent .

Satz 5.5. Jede konvergente Folge hat genau einen Grenzwert.

Beweis:
(an )n 2 N konvergiere gegena und b 2 R mit a 6= b. Wegen Satz 4.2 auf Seite 8 (Hausdorf) gibt
es UmgebungenU und V für a und b entsprechend mit U \ V = ; (weil a 6= b). In U sind
fast alle an enthalten. Somit in V nur endlich viele an . Also gilt nicht: �In V sind fast alle an

enthalten�. Somit konvergiert an nicht gegebb.

Schreibweise für �(an ) konvergiert gegena�:

(an )n 2 N ����!
n !1

a; an ! a; für n ! 1

lim
n !1

= a lim
n !1

an # (Grenzwert existiert) lim
n !1

an " (Grenzwert existiert nicht)

Gilt an ! a; n ! 1 , dann heiÿt a Grenzwert von (an ) oder auchLimes von (an )n 2 N .

Beispiele (Konvergente Folgen)
(i) (an ) = ( a) (an ) ist konvergent und es gilt (an )n 2 N ! a

(ii) ( 1
n )n 2 N ! 0

Gegeben" > 0. Dann gibt es n0 2 N mit 1
n 0

< " y n � n0 y 1
n < " . Somit fast alle

1
n < " , also fast alle 1

n 2 U" (0).

(iii) Es sei q 2 R. Wir betrachten die Folge (qn )n � 1.

� � 1 < q � 1

lim
n !1

qn =

(
1 : q = 1

0 : jqj < 1

Für q = 0 und q = 1 klar. Sei 0 < jqj < 1. Somit 1
jqj > 1. 1

jqj = 1 + r; r > 0.
1

jqj n = (1 + r )n � 1 + n � r � n � r (nach der Bernoullischen Ungleichung, Satz 1.3 auf

Seite 3) für jedesn 2 N. Somit 0 � j qjn � 1
n �r für n: ! 1 1

r �n ! 0. Also jqjn ! 0.
jqjn = jqn j y qn ! 0; n ! 1 .

� q � � 1 oder q > 1. Dann ist (qn )n � 1 divergent.
(q = � 1) (( � 1)n )n � 1 = � 1; 1; � 1; 1; : : : � divergent
(jqj > 1) jqj = 1 + r; r > 0; jqjn = (1 + r )n � 1 + n � r . 1 + n � r � n � r; n � r ! 1 ; n !
1 ; jqjn ! 1
jqjn = jqn j y qn ist unbeschränkt y (qn )n � 1 ist divergent, siehe nächster Satz:

� Für �alle, auÿer endlich viele� sagt man auch �für fast alle�
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Ÿ 5. Folgen

Satz 5.6 (Lage von c in l1 ). Jede konvergente Folge ist beschränkt (c � l1 ).

Beweis:
Sei f = ( an ) 2 c und lim f = a. Dann liegen in der 1-Umgebung vona fast alle an . Es seien
ak1 ; ak2 ; : : : ; akn die Ausnahmen.

Sei z := 1 + jaj + jak1 j + � � � + jakn j. Es gilt jan j � z für alle n � 1.
jak1 j; : : : ; jakn j � z. an 2 U1(a) y a � 1 < a n < a 1. jan j = ja + ( an � 1)j � j aj + jan � aj <

jaj + 1 � z.
� z � an � z für jedes n 2 N. Somit f beschränkt. Es gilt j lim f j � k f k.
(kf k = supfj an j : n 2 Ng)

Wäre kf k < a , dann würde für " = jaj � k f k gelten: U" (a) enthält fast alle an und für alle n
gilt jan j < kf k < jaj, Widerspruch da jan � aj � " gilt.

De�nition 5.7 (De�nition von co). Eine Folge f 2 c heiÿt Nullfolge , wenn lim f = 0 . c0

ist die Menge aller Nullfolgen.

Satz 5.8. Es seienf; g 2 c0 und h 2 l1 . Dann gilt:

(i) f + g 2 c0

(ii) f � h 2 c0

Beweis:
f = ( an); g = ( bN ); h = ( cn ).

(i) Gegeben sei" > 0. Dann ist "
2 > 0. Fast alle an liegen in U "

2
(0). Das gleiche fürbn . y

Fast alle an + bn 2 U" (0). Also an + bn ! 0; n ! 1 .

(ii) h 2 l1 y khk < 1 (existiert). Gegeben sei" > 0. Sei "0 = 1
1+ khk � " . "0 > 0. Dann gilt:

jan �cn j = jan j�j cn j � j an j�khk � k hk�"0 für fast elle n. khk�"0 = khk� 1
q�j hk �" = khk

1+ khk �" < " .
Somit an � cn ! 0, n ! 1 . Also (an � cn ) 2 c0.

a 2 R y (a)n � 1 beschränkt. Somit (an ) Nullfolge y (an � a) Nullfolge. Hieraus folgt: c0

Untervektorraum von Abb(NR ). Wir haben:

c0 � c � l1 � Abb(N ; R)

Satz 5.9 (Grenzwertsätze). Gegeben seienf = ( an ); g = ( bn ) aus c und s 2 R. Dann gilt:

1.) f + g 2 c und lim( f + g) = lim f + lim g.

2.) f � g 2 c und lim( f � g) = lim f � lim g

3.) s � g 2 c und lim( s � g) = s � lim g.

4.) f
g 2 c und lim f

g = lim f
lim g unter Voraussetzung: allebn 6= 0 und lim g 6= 0 .

5.) an � bn ) lim f � lim g.

Beweis:
Es gilt: an ! a , an � a ! 0; n ! 1 , das folgt aus d(an ; a) < " , j an � aj < " ,
j(an � a) � 0j < " , d(an � a; 0) < " . Also an 2 U" (a) , an � a 2 U" (0).
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1.) an ! a; bn ! b , an � a ! 0; bn � b ! 0. Nach 5.8 auf der vorherigen Seite:

(an � a) + ( bn � b) ! 0

=

(an + bn ) � (a + b) ! 0

Also an + bn ! a + b.

2.) an ! a; bn ! b. (an � a)(bn ) ist Nullfolge (nach 5.6+5.8,(ii)). (a) � (bn � b) ist Nullfolge
(nach 5.8,(ii)).

(an � a)(bn ) + ( a)(bn � b) ! 0

=

(an � bn � a � bn + a � bn � a � b) ! 0

=

(an � bn � a � b) ! 0 ;

also an � bn ! a � b.

3.) an ! a, alsoan � a ! 0 ) (an � a) �(s) ist Nullfolge. Nach 5.8,(ii) (an � a) �(s) = ( an �s� a�s)
Nullfolge y an � s ! a � s.

4.) Wegen an
bn

= an � 1
bn

reicht es zu zeigen, dass( 1
bn

2 c und lim 1
bn

= 1
lim bn

.

bn ! b; bn 6= 0 ; b 6= 0 .
�

1
bn

� 1
b

�

n 2 N
=

�
� 1

bn �b

�
� (g � (b)) ( b� bn

bn �b = � bn � b
bn �b = � 1

bn �b � ( bn
g � b) )???

Da bn � b ! 0 reicht es zu zeugen, dass� 1
bn �b beschränkt ist, um 1

bn
! b.

b 6= 0 y jbj > 0. Sei " = j bj
2 > 0. Da bn ! b sind fast alle bn 2 U" (b). Also b � " < b n <

b+ " y jbn j > j bj
2 .

0b bn b

� j bn j > jb+ " j =
�
�
�b+ (b)

2

�
�
� =

�
�
� �j bj + j bj

2

�
�
� = j bj

2

� j bn j > jb� " j =
�
�
�b� j bj

2

�
�
� = j bj

2

Es seienbk1 ; : : : ; bkn die Ausnahmen. Seim := min
n

j bj
2 ; jbk1 j; : : : ; jbkn j

o
> 0. Es gilt jbn j >

m für alle n y 0 <
�
�
� � 1

bn �b

�
�
� < 1

m � 1
jbj .

5.) Angenommenan � bn und lim g < lim f . Sei m = lim f � lim g
2 > 0. Dann gilt für fast alle

bn 2 Um (lim g) und für fast alle bn 2 Um (lim f ). Somit

(b� m < )bn < b + m =
a + b

2
= a � m < a n (< a + m)

für fast alle n gilt bn < a n � Widerspruch.

Beispiel
Gegeben sei(an ) mit an � 0. Dann gilt: an ! a ,

p
an !

p
a.

� Da alle an � 0 mussa � 0, also sind
p

an und
p

a wohlde�niert.
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Ÿ 6. Konvergenzkriterien für Folgen

� (1. Fall, a = 0 , also
p

a = 0 ).

Angenommen(an ) 2 c0. Gegeben sei" > 0. 9n 2 N mit 1
a < " . 1

n 2 � 1
n gilt immer. Sei

"0? 1
n 2 > 0. Dann gilt 9n08n � n0jan � 0j < " 0 y an < 1

n 2 y
p

an < 1
n < " y j

p
an � 0j <

" y (
p

an ) 2 c0.

Sei (
p

an ) 2 c0. Gegeben" > 0. Sei n 2 N miot 1
n < " und "0 = 1

n . Für fast alle n giltp
an < " 0 = 1

n y an < 1
n 2 � 1

n < " y (an ) 2 c0.

� (2. Fall, a > 0;
p

a > 0) �

p
an �

p
a = (

p
an �

p
a)

p
an +

p
a

p
an +

p
a = aN � ap

an +
p

a

(
p

an �
p

a) = ( an � a) � 1p
an +

p
a � 1p

an +
p

a � 1p
a für fast alle n.

Ÿ 6. Konvergenzkriterien für Folgen

1.) Gegeben sei die Folge(an )n 2 N . Entsteht (a0
n ) aus (an ) durch Abänderung, durch Hinzufü-

gen oder durch Weglassen endlich vieler Folgeglieder, danngilt:

lim an #= a , lim a0
n #= a

2.)

De�nition 6.1 (Teilfolge). Sei f = ( an ) und (nk )k2 N eine Folge in N mit nk < n k+1 .
Dann heiÿt (an )k2 N mit an := an k Teilfolge von f .

Satz 6.2. Besitzt eine Folge eine divergente Teilfolge oder zwei konvergente Teilfolgen f 0

und f 00mit lim f 0 6= lim f 00, dann ist f divergent.

Hinweis: �Fast alle n 2 N . . . � ist äquivalent mit � 9n0 2 N8n � n0 . . . �.

3.)

De�nition 6.3 (Monotone Folge). Eine Folge heiÿt

monoton wachsend (streng monoton wachsend)

monoton fallend (streng monoton fallend)

wenn für alle n 2 N gilt:

an � an +1 (an < a n +1 )

an +1 � an (an +1 < a n )

Eine Folge ist monoton , wenn die monoton wachsend oder monoton fallend ist.

Satz 6.4. Eine monotone und beschränkte Folge ist konvergent.

Beweis:

Sei f = ( an ) monoton wachsend und beschränkt. Alsoa1 � a2 � � � � � k f k < 1 . Somit
ist f (N ) = f an : n 2 Ng. f ist beschränkt, d.h. supf (N ) existiert. Sei a := sup f (N ). Wir
zeigenlim an = sup f (N ) = a. Sei " > 0. Da a kleinste obere Schranke (f : f (N )) y a � "
ist keine obere Schranke ist. Somit gibt esak mit a� " < a n . Da an +1 � an gilt für fast alle

� Hier war das Tafelbild etwas . . . unklar. Anschrift näherung sweise ;-)
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Kapitel II. Folgen und Reihen

n a � " < a n . an � a klar, da a = sup f (N ) y fast alle an liegen in U" (a). Also an ! a.

Beispiel

Es seienan =
�
1 + 1

n

� n +1
, bn =

�
1 + 1

n

� n
.

� bn � an

bn = (1 + 1
n )n < (1 + 1

n )n � (1 + 1
n ) = an .

� (an ) monoton fallend.

1 �
an � 1

an
=

(1 + 1
n � 1 )n

(1 + 1
n )n +1

=
� n

n � 1
n +1

n

� n

�
1

n +1
n

=

�
n2

n2 � 1

� n

�
n

n + 1
=

�
1 +

1
n2 � 1

� n

�
n

n + 1
�

Bernoulli
�

1 +
n

n2 � 1

�
�

n
n + 1

�
(n 2 � 1<n 2 )

�
1 +

1
n

�
�

n
n + 1

= 1

� (bn ) monoton wachsend

1
?
�

bn +1

bn
=

�
1 + 1

n +1

� n +1

�
1 + 1

n

� n =

 
n +1
n +1
n +1

n

! n

�
�

1 +
1

n + 1

�
=

�
(n + 2) � n
(n + 1) 2

� n

�
n + 2
n + 1

=
�

1 �
1

(n + 1) 2

� n

�
n + 2
n + 1

�
Bernoulli

�
1 �

n
(n + 1) 2

�
�

n + 2
n + 1

=
(n2 + n + 1)( n + 2)

(n + 1) 3 =
n3 + 3 n2 + 3 n + 2
b3 + 3 n2 + 3 n + 1

� 1

� an � bn = (1 +
1
n

)n

| {z }
beschränkt

�
(1 +

1
n

) � 1
�

| {z }
1
n

! 0

an monoton fallend y a1=

4

� an ; bn

lim bn = e = lim an (e � 2; 71828: : : )

Satz 6.5 (Bolzano-Weierstraÿ). 1.) Jede reelle Folge enthält eine monotone Teilfolge.

2.) Jede beschränkte Folge enthält eine konvergente Teilfolge.

Beweis:
1.) Gegeben sei(an )n 2 N in R. Wir betrachten die Menge

N 1 := f n 2 N : (8m 2 N)(m > n ) am � an )g

1. Fall: N 1 ist unendlich.
Dann gilt: N 1 = f n1; n2; n3; : : : gn1 < n 2 < n 3 < : : : . Dann gilt an 1 � an 2 �
an 3 � : : : . Also ist (an k )k2 N monoton wachsende Teilfolge.
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Ÿ 6. Konvergenzkriterien für Folgen

2. Fall: N 1 ist endlich.
Es seien

m1 :=

(
1 : N 1 = ;
max(N) + 1 : N 6= ;

m1; m2; : : : ; mk bereits de�niert, sei mk+1 = kleinste Zahl mit > m n und am k +1 <
am k (möglich weil mK =2 N 1).
Wir sehen am 1 > a m 2 > : : : : Also (am k )k2 N monoton fallende Teilfolge von
(an )n 2 N .

2.) folgt aus 1.), der Voraussetzung von 2.) und Satz 6.4 auf Seite 17 (Ist eine Folge beschränkt,
dann ist jede Teilfolge ebenfalls beschränkt).

De�nition 6.6 (Couchy-Folge). Eine Folge f = ( an )n 2 N heiÿt Couchy-Folge , wenn

(6.1) 8" > 09n0 2 N8n 2 N (n � n0 ) j an 0 � an j < " )

(6.1) schreibt man auch in der Form

(6.2) 8" > 09n0 2 N8n; m 2 N (n; m � n0 ) j an � am j < " )

Satz 6.7.

(i) Jede konvergente Folge ist eine Couchy-Folge.

(ii) Jede Couchy-Folge ist beschränkt.

(iii) Besitzt eine Couchy-Folge eine konvergierte Teilfolge, dann ist sie selber konvergent.

Beweis:
(i) Sei f = ( an ) 2 c (d.h. konvergent). Gegeben sei" > 0. Setze"0 := "

2 > 0. Dann existiert
n0, sodass fürn � n0 gilt: jan � lim f j < " 0. Daraus folgt: jan � an 0 j = jan � lim f +
lim f � an 0 j � j an � lim f j + j lim f � an 0 j < " 0+ "0 = " .

(ii) Sei " := 1 . Sei n0 so, dass f+r n � n0 jan � an 0 j < " . Dann gilt:

jan j = jan � an 0 + an 0 j � j an � an 0 j + jan 0 j � j an 0 j + 1 ( für alle n � n0) :

Sei s := max fj an j; : : : ; jan 0 � 1j; jan 0 j + 1 g. Dann gilt jan j � s für alle n � 1.

(iii) Sei (an k ) konvergente Teilfolge vonf . Es geltean k ! a; k ! 1 . Sei " > 0 gegeben. Setze
"0 := "

3 . Dann gibt es k0, sodass f+r allek � k0 jan k � aj < " 0 (nk monoton wachsend1 )
für Couchy-Folgen, y 9n08n � n0(jan � an 0 j < " 0). Sei k so, dassk � k0 und nk � n0.
Dann gilt für n � n0 jan � aj = j(an � an 0 ) + ( an 0 � an k ) + ( an k � a)j � j an � an 0 j +
jan 0 � an k j + jan k � aj < " 0+ "0+ "0 = " . Somit gilt an ! a; n ! 1 .

Satz 6.8 (Couchy-Kriterium). Jede Couchy-Folge ist konvergent.

Beweis:
Sei f = ( an ) Couchy-Folge. y f ist beschränkt (nach 6.7, (ii)). y f besitzt konvergente
Teilfolge (nach 6.5 auf der vorherigen Seite, 2))y f ist konvergent (nach 6.7, (iii)).
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Kapitel II. Folgen und Reihen

Hinweis: Satz 6.8 gilt nicht für �Couchy-Folgen� in Q (d.h. Folgen in Q mit der Eigenschaft
(6.1)). Z.B. (an )n 2 N ; an 2 Q; an !

p
2 y (an ) ist Couchy-Folge, aber inQ nicht konvergent.

Äquivalente Vollständigkeitsaussagen

Folgende Aussagen sind äquivalent zum Vollständigkeitsaxiom von R (siehe 2.2 auf Seite 4):
(Zu je zwei nichtleeren TeilmengenA und B von R mit A � B gibt es eine reelle Zahlc mit
A � c � B ).

a) Jede nach oben beschränkte, nichtleere Teilmenge vonR besitzt ein Supremum.

b) Jede monotone und beschränkte Folge ist konvergent.

c) Jede beschränkte Folge enthält eine konvergente Teilfolge (Bolzano-Weierstraÿ).

d) Jede Couchy-Folge ist konvergent.

e)
�

(Dedekindscher Schnitt) Sind A; B � R; A � B; A [ B = R, dann gibt es c 2 R mit
A � c � B .

�

Beispiel:
Gegeben sei die Folge( n

p
n)n 2 N . Es gilt n

p
n ! 1.

Beweis:
( n
p

n) ist monoton fallend ab n = 3 .

(n)
1
n � (n + 1)

1
n +1 , n

n � ( n +1)
n � (n + 1)

n � ( n +1)
n +1 , nn +1 � (n + 1) n , n � ( n +1

n )n ! e < 3.

(a) Sei r > 0 reelle Zahl. Dann gibt esk 2 N mit (1 + r )k � 2. (1 + r )k �
Bernoulli

1 + k � r . Sei

k0 so, dass 1
k0

< r . Für k � k0 y 1 + k � r � 1 + k. 1
k0

� 1 + k
k0

� 2.

(b) n
2n � n +1

2n +1 . ( n
2n ) ist monoton fallend und beschränkt durch z.B. 0. n

2n � n +1
2n +1 , 2n +1 n �

2n (n + 1) , 2 � 2n � n � 2n � n + 2 n . 2n � n + 2 n � n � 2n � n + 2 n . 2n � n � 2n � 1.

Wir zeigen ( n
2n ) hat Teilfolge, die gegen 0 konvergierty n

2n ! 0.

2
22 ;

2 + 2
22 � 22 ;

2 + 2 + 2
22 � 22 � 22 ; : : :

�
2
22 �

2 � 2
22 � 22 �

2 � 2 � 2
22 � 22 � 22 ; : : : ; weil(n � 2 � 2n )

1
2

;
�

1
2

� 2

;
�

1
3

� 2

; : : : ! 0

Sei k 2 N y
�

k � n
2n

�
n 2 N Nullfolge.

(c) Sei " > 0. Wir zeigen lim n
(1+ " )n = 0 . Sei k0 so, dass(1 + ")k0 � 2.

�
n

(1+ " )n

�
ist monoton

fallend für n � n0. n
(1+ " )n � n +1

(1+ " )n +1 , (1+ " )n +1 �n � (n+1) �(1+ ")n , (1+ " )�n � (n+1) .

" � n � 1. " � 1
n gilt für alle n � n0. Somit ist

�
n

(1+ " )n

�
konvergent. Wir betrachten die

Teilfolge n = k0 � m; m 2 N.
n

1+ " )n = k0 �n
(1+ " ) k 0 n = k0 � m

((1+ " ) k 0 )m � k0 � m
2m

�
k � m

2m

�
! 0. Also n

(1+ " )n < 1 für fast alle n.
n

(1+ " )n < 1 , n < (1 + ")n $ n
p

n < (1 + ").
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Ÿ 7. (Unendliche) Reihen

Ÿ 7. (Unendliche) Reihen

De�nition 7.1. Sei f = ( an )n 2 N eine Folge. Unter der Reihe , Schreibweise:
P 1

n =1 an , ver-
steht man die FolgeF = ( sn )n 2 N mit sn :=

P n
k=1 ak für jedes n 2 N.

Die an heiÿen Glieder der Reihe (oder auch Summanden) undsn Partialsummen der
Reihe .

De�nition 7.2. Die Reihe
P 1

n =1 an heiÿt konvergent , wenn (sn )n 2 N konvergent ist. (kon-
vergent gegens, wenn sn ! s).

s heiÿt Summe von
P

an , oder Reihenwert, Schreibweise für die Summe:
P 1

n =1 an .

Hinweis: Die Bezeichnung
P 1

n =1 an ist doppeldeutig. Diese Symbolik bedeutet die Folge der
Partialsummen und wenn diese konvergent ist die Summe.

Rechnen mit konvergenten Reihen

Satz 7.3.

1.) Sind
P 1

n =1 an und
P 1

n =1 bn konvergente Reihen, dann auch
P 1

n =1 (an + bn ).

2.) Ist
P 1

n =1 an konvergent unda 2 R, dann ist
P 1

n =1 a�an konvergent und gleicha�
P 1

n =1 an .

3.)
P 1

n =1 an ;
P 1

n =1 bn konvergent und für allen gilt aN � bn . Dann gilt
P

an �
P

bn .

Satz 7.4. Ist die Reihe
P 1

n =1 an konvergent, dann ist die Folge(an )n 2 N eine Nullfolge.

Beweis:
Es sei(sn ) die Folge der Partialsummen der Reihe

P
an . Dann gilt sn ! s für ein gewissess.

Sei (s0
n ) die Folge mit (s0

1) := 0 ; s0
n := sn � 1. Dann gilt s0

n ! s. Somit ist (sn � s0
n ) Nullfolge.

Aber sn � s0
n = an . Somit ist (an ) eine Nullfolge.

Hinweis: Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht.

Beispiel:
Die Reihe

P 1
n =1

1
n heiÿt harmonische Reihe . Klar: ( 1

n ) ist Nullfolge. Aber
P 1

n =1
1
n ist di-

vergent:
Gegeben sei ein beliebigesn0 2 N. Dann gilt:

1
n0

+
1

n0 + 1
+ : : : +

1
2n0

�
1

2n0
� n0 =

1
2

� 1
2n 0

� 1
2n 0

: : : � 1
2n 0

Somit ist js2n 0 � sn 0 j � 1
2 mit n0 beliebig. Hieraus folgt (sn ) ist nicht konvergent.

Beispiele (Konvergente Reihen):
a)

P 1
n =1

1
n (n +1) ist konvergent. 1

n (n +1) = 1
n � 1

n +1 :

sn = 1
1 � 1

2 + 1
2 � 1

3 + 1
3 � � � � � 1

n + 1
n| {z }

heben sich gegenseitig auf

� 1
n +1 = 1 � 1

n +1

Also sn ! 1; n ! 1 . Somit
P 1

n �(n +1) = 1 .

b)
P 1

n =1
1

n 2 ist konvergent, wil 0 � 1
n 2 � 1

n �(n � 1) . Somit folgt aus a), dass
P 1

n 2 konvergent.

(1 + 1
4 + 1

9 + 1
16 + � � � )
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c)
P 1

n =0
1
n ! = 1

0! + 1
1 + � � � .

sn = 1 + 1 + 1
2�1 + 1

3�2�1
� 3�2

+ 1
4�3�2�1
� 4�3

+ � � � + 1
n �(n � 1) ����� 1

� 1
n �(n � 1)

sn � 1 + 1 + (1 � 1
n )

s � 3
1X

n =0

1
n!

=: e
�

1 +
1
n

� n

! e

d) (Geometrische Reihe )

Die Reihe
P 1

n =0 qn mit jqj < 1 heiÿt geometrische Reihe (q-Basis). Es gilt:

1X

n =0

qn =

(
1

1� q : jqj < 1

divergent : jqj � 1

(1 + q1 + q2 + � � � + qn ) � 1� q
1� q = 1

1� q � (1 � qn +1 ). sn = 1� qn +1

1� q ����!
n !1

1
1� q (jqj < 1).

Satz 7.5 (Couchy-Kriterium). Die Reihe
P 1

n =1 an ist konvergent gdw. gilt

(7.1) 8" > 0 9n0 8n � n0

 �
�
�
�
�

nX

k= n 0 +1

ak

�
�
�
�
�

< "

!

:

Beweis:
(7.1) bedeutet 8" > 0 9n08n � n0(jsn � sn 0 j < " ). Dies ist die Couchy-Bedingung für Folgen
(siehe De�nition 6.6 auf Seite 19).

Absolute Konvergenz (von Reihen)

De�nition 7.6. Eine Reihe
P 1

n =1 an heiÿt absolut konvergent , wenn
P 1

n =1 jan j konvergent
ist.

Satz 7.7. Ist
P 1

n =1 an absolut konvergent, dann ist
P 1

n =1 an konvergent.

Beweis (Couchy-Kriterium 7.5):
Gegeben" > 0. y 9n08n � n0 jan 0 +1 j + jan 0 +2 + � � � + jan j < " . Da

�
�P n

k= n 0 +1 ak
�
� � j an 0 +1 j +

� � � + jan j (Dreiecksungleichung), gilt jsn � sn 0 j �
�
�P n

k= n 0 +1 ak
�
� < " .

Hinweis: Die Umkehrung von Satz 7.7 gilt im allgemeinen nicht.
Dazu folgendes:

Eine Reihe
P

an heiÿt alternierend , wenn an � an +1 < 0, wenn (an < 0 , an +1 > 0).

Satz 7.8 (Leibnitz-Kriterium). Es sei (an )n 2 N eine monoton fallende Nullfolge (d.h.a1 �
a2 � a3 � : : : ! 0. Dann ist

P 1
n =1 (� 1)n � 1 � an| {z }

bn

konvergent, und es giltjsn � sj � an +1 für

alle n. (sn = b1 + � � � + bn )
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Beweis:
Es gilt 0 � s2 � s4 � � � � � s2n � s2n � 1 � s2n � 3 � � � � � s1.
(b1= + b2= )

(a1 � a2 )
� 0

+ b3 + b4| {z }
� 0

+ � � � + b2n � 3 + b2n � 2 + b2n � 1 + b2n

s2 � 0 s2 � s4

b2n � 1
( � 1) 2n � 1 �a2n � 1

+ b2n = sn y s2n � s2n � 1

0 � b2n � 2 + b2n � 1 = ( � 1)2n � 3 � a2n � 2 + ( � 1)2n � 2 � a2n +1 = � a2n � 2 + a2n � 1 � 0
Wir haben:
s2 � s4 � � � � � s1 y (s2n ) ist konvergent gegens. s1 � s3 � s5 � � � � � s2 y (s2n � 1) ist

konvergent gegens0. Es gilt s � s0.
Wir haben s2n � s � s0 � s2n � 1. Hieraus folgt:

0 � s0 � s � s0 � s2n � s2n +1 � s2n = a2n +1

0 � s2n � 1 � s0 � s2n � 1:s2n = a2n

s2n = b2n + s2n � 1

b2n = ( � 1)2n � 1 � a2n

= � an

Da (an ) Nullfolge y s = s0 und

js � s2n j � a2n +1

js � s2n � 1j � a2n

�
js � sn j � an

Hinweis:
P 1

n =1
( � 1) n

n ist konvergent, nach 7.8 auf der vorherigen Seite.
1
n � monoton fallend ! 0.
P ( � 1) n

n ist nicht absolut konvergent.
P �

�
� ( � 1) n

n

�
�
� =

P 1
n � divergent.

Hinweis: Durch �falsches Klammern� können Fehler auftreten: z.B.:
+1 � 1 + 1 � 1 + 1 � 1 : : : divergent, aber
(+1 � 1) + (1 � 1) + (1 � 1) : : : konvergent.

Ÿ 8. Konvergenzkriterien für Reihen

Satz 8.1 (Majoranten-/Minorantenkriterium). Es seien (an ) und (bn ) zwei Folgen mit
jan j � bn für fast alle n. Dann gilt:

(i) Ist
P

bn konvergent, dann auch
P

jan j (und somit auch
P

an ).

(ii) Ist
P

an divergent, dann auch
P

bn .

Beweis:
Es seien~sn :=

P n
k=1 jak j und tn :=

P n
k=1 bk . Sei n0 so, dassjan j � bn für alle n � n0. Dann

gilt
0 � ~sn � ~sn 0 � tn � tn 0

(i) Ist (tn ) Couchy-Folge, dann auch(~sn ). Somit (tn ) konvergent impliziert, dass (~sn ) kon-
vergent ist.
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(ii) Ist (sn ) divergent, dann ist (~sn ) unbeschränkt. Daraus folgt (tn ) unbeschränkt, also di-
vergent.

Beispiel:P 1
n 2 konvergent �

P 1
n (n +1) konvergent.

Satz 8.2 (Wurzelkriterium). Gegeben sei die Reihe
P

an . Gibt es ein c 2 R und ein q 2 R
mit 0 � q < 1, sodass für fast allen jan j � c � qn gilt, dann ist

P
an absolut konvergent.

Die obige Bedingung ist dann erfüllt, wenn z.B.

lim
n !1

n
p

(an ) < 1

(Für = 1 , unbestimmt, für > 1 divergent)

Beweis:
Die Reihe

P 1
n =1 qn ist konvergent. Somit auch

P
c � qn . Aus jan j � c � qn für fast alle n folgt

nach Satz 8.1 auf der vorherigen Seite, dass
P

jan j konvergent ist.
Ist lim n

p
(an ) =: q� < 1, dann gilt für " := 1� q�

2 > 0. Also gilt jan j < q n für fast alle n.
Somit für c = 1 gilt obiges.

Hinweis Gilt lim � n
p

jan j < 1, dann ist
P

jan j konvergent. (Dies ist eine Verschärfung vom
2. Teil, Satz 8.2).

0 + 1
22 + 0 + 1

24 + 0 + 1
26 + � � � konvergent.

n
p

(an ) =

(
0 : falls n ungerade
1
2 : falls n gerade

lim n
p

jan j existiert nicht, aber lim n
p

jan j = 1
2 < 1

Satz 8.3 (Quotientenkriterium). Gegeben sei
P

an mit an 6= 0 für fast alle n. Gibt es ein
q 2 R mit 0 < q < 1, sodass

(?)

�
�
�
�
an +1

an

�
�
�
� � q für fast alle n

Dann ist
P

jan j konvergent.
Die Bedingung (?) ist dann erfüllt, wenn

lim

�
�
�
�
an +1

an

�
�
�
� < 1 :

Beweis:
Es sein0 so, dass

�
�
� an +1

an

�
�
� � q < 1 für alle n � n0. Dann gilt für n > n 0

�
�
� an

an 0

�
�
� =

�
�
� an

an � 1

�
�
� �

�
�
� an � 1

an � 2

�
�
� �

� � � �
�
�
�

an 0 � 1

an 0

�
�
� . Simit gilt jan j � j an 0 j � qn � n 0 =

jan 0 j
qn 0

| {z }
c

�qn .

jan j � c�qn mit c = j an 0 j
qn 0 . Nach Satz 8.2 ist

P
jan j konvergent oder

P
an absolut konvergent.

� Limes Superior
Sei f = ( an ) gegeben. an = sup f ak : k � ng. a1 � a2 � a3 � : : : (monoton fallend).
lim f = lim f = lim sup f � Limes Superior, gröÿtmöglicher Grenzwert einer Folge.
lim an = lim an (wenn lim an existiert).
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Hinweis: Die Reihenfolge der Addition der Summanden einer unendlichen Reihe kann nicht
beliebig gewählt werden. z.B.:

P 1
n =1

( � 1) n � 1

n = 1 � 1
2 + 1

3 � 1
4 + � � � (konvergent).

Durch Reihenfolge wird
P ( � 1) n � 1

n divergent:
1 + 1

3 + 1
5 + 1

7 + � � � + 1
2k1 +1

� 2

� 1
2

� 1
+ 1

2k1 +3 + � � � + 1
2k2 +1

� 3

� 1
4

� 2
+ : : : .

1 + 1
3 + 1

5 divergent: � 1
2 + 1

4 + 1
6 + � � � = 1

2 (1 + 1
2

1
3 + � � � ) (harmonische Reihe, divergent).

Ÿ 9. Folgen, Reihen und Konvergenz in Rn und C

Die Ergebnisse der ŸŸ 5�8 können zum gröÿten Teil auf die Räume R n und C übertragen
werden.

Wir haben die FolgenmengenAbb(N ; R n ) und Abb(N ; C). Abb(N ; R n ) ist ein Vektorraum,
aber ohne Multiplikation der Folgen.

De�nition 9.1. Eine Folge f 2 Abb(N ; R n ) heiÿt beschränkt , wenn kf k := supfj f (n)j : n 2
Ng < 1 (d.h. kf k existiert).

(jf (n)j =

�
�
�
�
�

 x 1

...
x n

! �
�
�
�
�

:=
p P n

i =1 xn
i )

Konvergenzbegri� in Abb( N, Rn )

Da in R n die euklidische Metrik gegeben ist, kann völlig analog die Konvergenz einer Folge
de�niert werden.

Grenzwertsätze gelten zum Teil:

� lim( f + g) = lim f + lim g.

� lim c � f = c � lim f .

Keinen Sinn in R n :

� lim f � g = lim f � lim g

� lim f
g = lim f

lim g

Satz 9.2 (Komponentenweise Konvergenz).

� Sei f = ( an ) aus Abb(N ; C). (also an 2 C). Somit gilt an = � n + i � � n ; � n ; � n 2 R. Sei
a 2 C mit a = � + i � � , �; � 2 R. Dann gilt

an ! a , an ! � und � n ! �

für n ! 1 .

� Sei f = ( ~ak ) aus Abb(N ; R n ) und ~a 2 R n . ~an =

0

@
a( k )

1

...
a( k )

n

1

A und ~a =

 � 1

...
� n

!

. Dann gilt

~ak ! q , a(k )
i ! ai für alle i = 1 : : : n.

Beweis:
(i) Es gilt für z = x + iy; x; y 2 R: jxj � j zj; jyj � j zj.

=) Somit j� n � � j
#
0

� j an � aj
#
0
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( = jzj � j xj + jyj, jan � aj � j � n � � j
#
0

+ j� n � � j
#
o

! 0.

(ii) analog

Begri�e wie Teilfolge, Divergenzkriterium, Satz von Bolzano-Weierstraÿ, " -n0-Kriterium,
Couchy-Folge, Couchy-Kriterium gelten auch in Abb(N ; C) und in Abb(N ; R n ). Die Kon-
vergenzkriterien für Reihen gelten ebenfalls.

Beispiel (Quotientenkriterium):
P 1

n =0
zn

n ! :z 2 C
�
�
� an +1

an

�
�
� = jzj � 1

n +1 ! 0. Somit kongruent für jedes z 2 C. (ez ist die Summe)

Hinweis: f (x; y) := x 2 � y 2

x 2 + y 2 . f (x; 0) = 1 ; f (0; y) = � 1; f (x; y) = 0 .
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Ÿ 10. Reelle Funktionen

De�nition 10.1. Sei D � R; D 6= ; . Eine Reelle Funktion auf D ist eine Abbildung f : D !
R. Mit Abb(D; R) soll die Menge aller reellen Funktionen aufD bezeichnet werden.

Operationen in Abb( D, R)

Es seienf; g 2 Abb(D; R); a 2 R.

(i) (f + g)(x) := f (x) + g(x); x 2 D

(ii) (a � f )(x) := a � f (x)

(iii) (f � g)(x) := f (x) � g(x)

(iv) Angenommen g(x) 6= 0 für alle x 2 D.
�

f
g

�
(x) := f (x )

g(x ) .

(Abb( D; R); + ; �( ii ) ) ist ein Vektorraum über R.
(Abb( D; R); + ; �( iii ) ) ist ein Ring. Ein Ring ist eine Struktur (X; + ; �), wobei (X; +) eine

kommutative Gruppe und (x; �) assoziativ und distributiv.

Hinweis: Abb(D; R) ist gleich der Menge aller Folgen fürD = N.

Beispiele:
(1) (Konstante Funktion ) Sei a 2 R. â : R ! R; â(x) := a.

(2) ( Identität ) id : R ! R; id(x) := x.

(3) (Potenz ) Sei k 2 N: idk : R ! R; idk (x) := xk .

(4) (Betragsfunktion ) j j : R ! R; jxj :=

(
x : x � 0

� x : x < 0

(5) (Dirichlet-Funktion ) f : R ! R; f (x) :=

(
1 : x 2 Q

0 : x =2 Q

(6) (Die-Gröÿte-Ganze-Zahl-Funktion ) [ ] : R ! R; [x] := max f z 2 Z : z � xg
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(7) (Wurzelfunktion ) p ? : R + [ f 0g ! R;
p

x := y mit y2 = x; y � 0

(8) (Kehrwert ) 1
id : R n f 0g; 1

id (x) := 1
x

Graph einer Funktion

Ist f : D ! R, dann heiÿt die Menge

f
�

x
f (x)

�
2 R 2 : x 2 Dg

Graph von f , Symbol: G f .

1 2 3� 1� 2� 3

1

2

� 1

x

y

De�nition 10.2 (Restriktion, Komposition).

(i) Gegeben seif : D ! R und D 0 � D . Dann heiÿt f jD 0; f jD 0(x) := f (x); x 2 D 0 Restrik-
tion (oder Einschränkung ) auf D 0 (f jD 0: � f eingeschränkt aufD 0�)

f jD 02 Abb(D 0; R)

(ii) Es seien f 2 Abb(D; R) und g 2 Abb(E; R). Gilt f (D ) � E , dann existiert die Abbildung

g � f : D ! R; (g � f )(x) := g(f (x)) :

g � f heiÿt Verknüpfung (Komposition ) von g und f . g � f 2 Abb(D; R).

Beispiele:

x

y

�
1
id

�
jR +

x

y

p
jxj
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Ÿ 10. Reelle Funktionen

Hinweis: Gilt f; g 2 Abb(R; R), dann existierenf � g und g � f . Im Allgemeinen gilt f � g 6=
g � f , Beispiel: f (x) := x + 1 ; g(x) = jxj. (f � g)(x) = jxj + 1 ; (gcircf )(x) = jx + 1 j.

De�nition 10.3 (Beschränktheit). Es sei ; 6= D � R. f 2 Abb(D; R) heiÿt beschränkt ,
wenn kf kD := supfj f (x)j : x 2 Dg � 1 (kf kD heiÿt Norm von f in D).

B(D) bezeichne die Menge aller beschränkten Funktionen ausAbb(D; R). Wir sehen, dass
B(N) = l1 gilt.

Hinweise:
1.) k kD erfüllt die Normeigenschaften (kf kD � 0; kf kD = 0 , f = 0̂; ka � f kD = jaj �

kf kD ; kf + gkD � k f kD + kgkD (Dreiecksungleichung))

2.)

Satz 10.4. Es sei ; 6= D � R. Dann gilt für f; g 2 B (D) und a 2 R: f + g; a � f; f � g
sind aus B(D).

Beweis:

j(f + g)(x)j = jf (x) + g(x)j � j f (x)j + jg(x)j � supfj f (x)j : x 2 Dg + supfj g(x)j :
x 2 Dg = kf kD + kgkD � 1 . Somit gilt für alle x 2 D j(f + g)(x)j � k f kD + kgkD ,
kf + gkD � k f kD + kgkD .

Somit ist B(D) ein Untervektorraum von Abb(D; R) und ein Unterring.

De�nition 10.5 (Monotone Funktion). Sei ; 6= D � R.
f 2 Abb(D; R) heiÿt:

(i) monoton wachsend,

(ii) monoton fallend,

(iii) streng monoton wachsend,

(iv) streng monoton fallend,

(v) monoton,

(vi) streng monoton,

wenn

(i) (8x; y 2 D)(x � y ) f (x) � f (y))

(ii) (8x; y 2 D)(x � y ) f (y) � f (x))

(iii) (8x; y 2 D)(x < y ) f (x) < f (y))

(iv) (8x; y 2 D)(x < y ) f (y) < f (x))

(v) (i) oder (ii)

(vi) (iii) oder (iv)

Beispiele:
id2 ist nicht monoton.

id2jR + ist streng monoton wachsend.
id2jR � ist streng monoton fallend.
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Satz 10.6 (Monotonie und Umkehrfunktion). Ist f streng monoton (in D), dann ist f
injektiv (somit existiert f � 1) und f � 1 ist ebenfalls streng monoton im gleichen Sinn wief .

Beweis:
Angenommen f ist streng monoton wachsend. D.h.x1 < x 2 ) f (x1) < f (x2). Somit ist
f injektiv. Also existiert f � 1. f � 1 ist streng monoton wachsend. Seieny1; y2 2 f (D ) mit
y1 < y 2. y1 = f (x1) und y2 = f (x2). Aus y1 < y 2 folgt x1 < x 2. Aber f � 1(y1) = x1 und
f � 1(y2) = x2. Somit f � 1(y1) < f � 1(y2). Analog, wenn f streng monoton fallend ist.

Ÿ 11. Stetigkeit und Grenzwerte von reellen Funktionen

Umgebung eines Punktes aus R
U ist Umgebung von a 2 R, wenn U � R und 9� 2 R; � > 0 U� (a) = ( a � �; a + � ) � U

De�nition 11.1 (Stetigkeit). Es sei a 2 D � R und f 2 Abb(D; R) (f : D ! R).

(i) f heiÿt stetig in a, wenn

(8V �Umgebung von f (a))( 9U�Umgebung von a)( f (U \ D) � V )

d.h.�

8x0 2 D 8" > 0 9� > 0 8x (jx � aj < � ! j f (x) � f (a)j < " )

(ii) Sei E � D . f heiÿt stetig in E , wenn f in jedem Punkt von E stetig ist.

(iii) f heiÿt stetig , wenn f in D stetig ist (f ist in jedem Punkt ihres De�nitionsbereiches
stetig)

x

y

a

f (a) V � vorgeben

U � muss existieren

Beispiele:
a) f (x) = ĉ(x) (Konstante Funktion = c 2 R)

f ist in jedem a 2 R stetig. GegebenV � Umgebung von f (a). Wähle U � beliebige
Umgebung vona. Dann gilt: f (U) = f cg = f f (a)g � V .

b) id ist überall stetig. a 2 R, V � Umgebuing von id(a). U := V . id(U) = U = V y id(U) �
V .

c) �Sprungfunktion� f : R ! R; f (x) :=

(
1 : x � 0
0 : x < 0

� Ergänzt, um eine De�nition der selben Form wie in der De�niti on der gleichmäÿigen Stetigkeit , Def. 12.7 auf
Seite 39, zu haben.
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x

y

V

U

f ist in 0 nicht stetig. V � Umgebung von f (0) = 1 . Jede UmgebungU von 0 enthält
negative Zahlen. SeiV := U 1

2
(1). f (V ) 3 0 und 0 =2 U 1

2
(1). Also f (U) 6� V . Somit f nicht

stetig in 0.

d) f 2 Abb(N ; R) ist in allen Punkten stetig (weil U 1
2
(n) die Bedingung erfüllt: f (U 1

2
(n)\ N ) =

f f (n)g � V � Umgebung von f (n)).

Satz 11.2 (Lokale Eigenschaft der Stetigkeit). Sei f : D ! R und a 2 D. Ist W eine
Umgebung vona, dann ist f stetig in a genau dann, wennf jW \ D stetig in a ist.

Beweis:
=) Sei f stetig in a, V eine Umgebung vonf (a). Es gibt eine Umgebung U von a mit

f (U \ D) � V . Es gilt U \ (W \ D) � U \ D . Somit f jW \ D (U \ (W \ D))
�
= f (U \ (W \

D))
�

� f (U \ D) � V . Somit ist f jW \ D stetig in a.

( = Sei f jW \ D stetig in a und V eine Umgebung vonf (a). Somit gibt es U0 � Umgebung
von a mit f jW \ D (U0 \ (W \ D)) � V . Sei U := U0 \ W . Da U0; W Umgebungen vona,
ist U Umgebung vona. Dann gilt f (U \ D) = f ((U0 \ W ) \ D ) = f (U0 \ (W \ D)) =
f jW \ D (U0 \ (W \ D)) � V . Somit f stetig in a.

Satz 11.3 ( " -� -Bedingung). Sei f 2 Abb(D; R) und a 2 D. Dann gilt: f ist stetig in a
genau dann, wenn

(11.1) (8" > 0)(9� > 0)(8x 2 D)( jx � aj < � ) j f (x) � f (a)j < " )

Beweis:
=) Sei f stetig in a. Gegeben sei" > 0. SetzeV := U" (f (a)) . Dann gibt es eine Umgebung

U von a mit f (U \ D) � V . Da U Umgebung vona y 9� > 0 mit U� (a) � U. Dann gilt
f (U� (a) \ D ) � f (U \ D) � V . Also für alle x 2 D: f (U� (a)) � U" (f (a)) . Dies bedeutet
(11.1).

( = Es sei die" -� -Umgebung erfüllt. GegebenV - Umgebung vonf (a). Gesucht U. Sei " > 0
so, dassU" (f (a)) � V (" existiert weil V Umgebung). Dann gibt es � > 0 mit (11.1).
SetzeU := U� (a). Dann bedeutet (11.1)f (U \ D) � U" (f (a)) � V . Somit f (U \ D) � V .
Somit f stetig in a.

Satz 11.4 (Folgenbedingung). Sei f 2 Abb(D; R); a 2 D. Dann gilt: f ist stetig in a
genau dann, wenn

Für jede Folge (xn )n 2 N in D mit xn ! a; n ! 1 gilt

lim
n !1

f (xn ) #= f (a)
�

= f ( lim
n !1 x n

)
�

(11.2)
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Beweis:
=) Sei f stetig in a und (xn )n 2 N in D (d.h. xn 2 D) mit xn ! a. Zu zeigen:f (xn ) ! f (a).

SeiV Umgebung vonf (a) und U Umgebung vona mit f (U \ D) � V . Da xn ! a und U
Umgebung vona y fast alle xn 2 U. Somit fast alle f (xn ) 2 V . Das heiÿt f (xn ) ! f (a).

( = (: ) : ) Sei f nicht stetig in a. Das heiÿt 9V � Umgebung von f (a) 8U � Umgebung von
a. f (U \ D) 6� V . Sei V solch eine Umgebung vonf (a). Wir betrachten die Umgebung
U 1

n
(a); n 2 N. Dann gibt es für jedesn ein xn mit f (xn ) =2 V . Somit ist (f (xn )) eine

Folge mit f (xn ) =2 V für jedesn. Das heiÿt f (xn ) 6! f (a), aber xn ! a, weil jxn � aj < 1
n .

Somit ist (11.2) nicht erfüllt.

Satz 11.5 (Stetigkeit und Operationen). Es seien f; g 2 Abb(D; R) und a 2 D; � 2 R.
Angenommenf und g sind stetig in a. Dann gilt:

(i) f + g

(ii) � � f

(iii) f � g

(iv) Gilt g(x) 6= 0 8x 2 D, dann f
g

sind stetig in a.

(v) ( Kettenregel ) Ist h : E ! R mit f (D ) � E und h ist stetig in f (a), dann ist auch (h � f )
stetig in a.

Beweis:
(i) bis (iv) folgen unter Verwendung von Satz 11.4 auf der vorherigen Seite aus Satz 5.9 auf Seite 15

(Grenzwerte für Folgen).

(v) Sei (xn ) Folge aus D mit xn ! a. Somit gilt f (xn ) ! f (a), da f stetig in a. Aus
f (xn ) ! f (a) folgt h(f (xn )) ! h(f (a)) , da h stetig in f (a). Aber h(f (xn )) = ( h � f )(xn )
und h(f (a)) = ( h � f )(xn ) = ( h � f )(a).

Polynome und rationale Funktionen

De�nition 11.6. Ein Polynom (oder Polynomfunktion) ist eine Funktion P : R ! R; P(x) :=P n
k=0 ak � xk mit n 2 N 0 und ak 2 R für 0 � k � n.

Hinweis: Polynome sind stetige Funktionen.
P(x) = an � xn + � � � + a1 � x + a0 = an � idn (x) + � � � + a1 � id(x) + â0. Da id; â0 stetig Satz 11.5

anwenden.

De�nition 11.7. Eine Funktion h : D ! R heiÿt rational , wenn es zwei Polynomeg und f
mit g 6= 0̂ gibt, sodassh = f D

gD
; D := f x : g(x) 6= 0 g.

Hinweis: Rationale Funktionen sind stetig (in D). Dies folgt aus dem Hinweis oben und
Satz 11.5, (iv).
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Bemerkung: Sei f : D ! R; D 0 � D; a 2 D 0. Ist f stetig in a, dann ist f jD 0 stetig in a.

Beweis:
Es gilt: V :� Umgebung von f (a), dann gibt es U � Umgebung von a mit f (U \ D) � V .
Da a 2 D 0 gilt f jD 0(a) = f (a). Somit ist V eine Umgebung vonf jD 0(a). Weiterhin gilt
f jD 0(U \ D 0) = f (U \ D 0) � f (U \ D) � V .

Die Umkehrung gilt nicht.

Beispiel:
�

x

y

f nicht stetig in 0, aber f jR + [ 0 ist stetig in 0.

� j � j : R ! R ist überall stetig:

xx w

Für x > 0: Aus 11.2 auf Seite 31 folgtj � j stetig in x, wenn j � j w stetig in x. V Umgebung
von jxj = x, dann wähle U := V . Dann gilt f (U \ W \ R) � V .

Für x < 0: U := � V := f� x : x 2 V g.

Für x = 0 : GegebenV . Wähle " > 0, und U" (0) � V; U := U" (0). Dann gilt f (U) � V .

Satz 11.8 (Lokale Trennung). Es sei a 2 D � R und f : D ! R; g : D ! R beide stetig in
a. Gilt f (a) > g (a), dann gibt es eine UmgebungU von a mit f (x) > g (x) für jedes x 2 U \ D .

Beweis:
Sei " := 1

2 (f (a) � g(a)) > 0. Da f + g stetig in a ist f � g stetig in a. Sei V := U" (( f � g)(a))
� Umgebung von (f � g)(a). Dann gibt es U � Umgebung von a mit (f � g)(U \ D) � V . Das
bedeutet, dass fürx 2 U\ D gilt: (f � g)(x) 2 U" (( f � g)(a)) . Somit (f � g)(x) > (f � g)(a) � " =
2" � " = " > 0. Also f (x) � g(x) > 0 y f (x) > g (x).

Folgerung 11.9. Sei f : D ! R; ; 6= D � R. Ist a Häufungspunkt vonD, dann gibt es
höchstenseine in a stetige Funktion F mit

F : D [ f ag ! R und F jD nf ag= f jD nf ag :

(F heiÿt stetige Fortsetzung von f in a.)
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Beweis:
Angenommen nicht. D.h. es gibtF; G 2 Abb(D [ a; R) mit F jD nf ag= GjD nf f ag= f jD nf ag und
F (a) > G (a) und F und G sind stetig in a. Dann gibt es nach 11.8 eine UmgebungU von a mit
F (x) > G (x) für alle x 2 U \ D . Da a Häufungspunkt von D, gibt es ~x 2 D \ U; ~x 6= a. Also
~x 2 D nf ag. Dann gilt F (~x) > G (~x) F (~x) = f (~x) = G(~x) � Widerspruch.(Also F (a) = G(a)).

Es braucht keine stetige Funktion zu existieren:

x

y

. . . hat keine stetige Fortsetzung in 0.

De�nition 11.10 (Grenzwert einer Funktion). Grenzwert
Es seia Häufungspunkt vonD, D � R und f 2 Abb(D; R). Die Zahl b 2 R heiÿt Grenzwert

von f in a, wenn es eine FunktionF gibt mit

(i) F jD nf ag= f jD nf ag

(ii) F ist stetig in a

(iii) F (a) = b

Schreibweise: lim
x ! a

f (x) = b, oder f (x) ! b; x ! a.

Hinweis: f : D ! R mit a 2 D ist stetig in a und a Häufungspunkt von D, dann gilt:
lim x ! a f (x) existiert und lim x ! a f (x) = f (a) und umgekehrt.

Beispiel (1):

x

y

0
b

f (x) :=

(
1 : x 6= 0

0 : x = 0
. lim

x ! 0
f (x) = 1 ; f (0) = 0 . (f ist nicht stetig in 0)

Beispiel (2):
f (x) := x n � an

x � a ; n 2 N ; a 2 R. Es gilt xn � an = ( x � a)(xn � 1 + a1xn � 2 + a2xn � 3 + � � � + an � 1).

f (x) = (x � a)( x n � 1 + ��� + an � 1 )
(x � a) .

f jR nf ag(x == xn � 1 + � � � + an � 1 ! n � an � 1); x ! a.

Satz 11.11. Es seia Häufungspunkt vonD � R; f 2 Abb(D; R). Dann sind folgende Aussagen
äquivalent:

(i) f besitzt in a einen Grenzwert b.
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(ii) 8" > 09� > 08x 2 D n f ag(jx � aj < � ) j f (x) � bj < " )

(iii) Für jede Folge (xn ) in D n f ag mit xn ! a gilt f (xn ) ! b; n ! 1 .

Satz 11.12 (Grenzwertsätze). a � Häufungspunkt von D � R, f; g 2 Abb(D; R) mit
lim x ! a f (x) =: u; lim x ! a g(x) =: v; � 2 R

(i) lim
x ! a

(f + g)(x) = u + v

(ii) lim
x ! a

� � f (x) = � � u

(iii) lim
x ! a

(f � g)(x) = u � v

(iv) u = 0 ) lim
x ! a

u � f = 0

(v) Gilt f (x) � g(x) für alle x 2 U \ D , U � Umgebung von a dann gilt u � v.

(vi) ( Kettenregel ) Sei E � R und u � Häufungspunkt von E und f (D ) � E , f ? 2 Abb(E; R)
mit lim y ! u f ?(y) = w, dann gilt f ? � f ! w; x ! a.

Satz 11.13 (Couchy-Kriterium). Sei a Häufungspunkt vonD, D � R und f 2 Abb(D; R).
f besitzt genau dann einen Limes (Grenzwert) ina, wenn

(11.3) (8" > 0)(9� > 0)(8x; x 0 2 D n f ag)( jx � aj < �; jx0 � aj < � ) j f (x) � f (x0)j < " )

Beweis:
=) f besitze einen Grenzwertb. Gegeben sei" > 0. Sei "0 := "

2 > 0. Für "0 gibt es nach
11.11,(ii) ein � > 0 mit jf (x) � bj < " 0 für jx � aj < � . Dieses� ist auch gut für " . Sind
x; x 0 2 D n f ag mit jx � aj; jx0� aj < � , dann gilt jf (x) � f (x0)j = jf (x) � b+ b� f (x0)j �
jf (x) � bj + jb� f (x0)j � "0+ "0 = j" .

( = Es sei (xn ) eine Folge inD und xn ! a. Da a Häufungspunkt von D ist, existiert solch
eine Folge. Gegeben sei" > 0. Sei " > 0 für dieses" gewählt so, dass (11.3) gilt. Dann
gilt für fast alle n jxn � aj < � . Somit gilt für fast alle n jf (xn ) � f (xm )j < " für fast
alle n und m. Also ist (f (xn )) eine Couchy-Folge und somit konvergent. Es gilt: Für eine
beliebige Folge(xn ) ausD mit xn ! a ist (f (xn )) konvergent. Dies bedeutet,lim x ! a f (x)
existiert.

Beispiel:

x

y

0

2
1

lim
x ! 0

f (x) existiert nicht. lim
x ! 0�

f (x) = 1 lim
x ! 0+

f (x) = 2

De�nition 11.14 (Einseitiger Limes). Ist D � R, a ist ein Häufungspunkt vonD \ (�1 ; a)
und f 2 Abb(D; R). Dann heiÿt lim x ! a

x 2 D \ ( �1 ;a )
, wenn er existiert, linksseitiger Grenzwert

von f in a, Schreibweise:lim x ! a� f (x).
Analog: Rechtsseitiger Limeslim x ! a+ f (x).
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Es gilt:

lim
x ! a

f (x) existiert , lim
x ! a+

f (x) und lim
x ! a�

f (x) existieren und beide sind gleich.

Dann gilt auch: lim x ! a f (x) = lim x ! a� f (x) = lim x ! a+ f (x)

x

y

0
b

f

f ist in 0 nicht stetig, aber lim x ! 0 f (x) existiert und ist 1.

Ÿ 12. Eigenschaften von stetigen Funktionen

Satz 12.1 (Zwischenwertsatz). Es sei I ein Intervall, I 6= ; und f I ! R stetig. Sind
y1; y2 2 f (I ) mit y1 < y 2, dann gilt [y1; y2] � f (I ), mit anderen Worten:

Ist z 2 [y1; y2] und x1; x2 2 I mit y1 = f (x1); y2 = f (x2), dann gibt esx mit f (x) = z und
x liegt zwischenx1 und x2.

x1 x x2

y1

z

y2

b

b

b

Beweis:
Wir de�nieren zwei Folgen (an ) und (bn ) induktiv (Beweis für f (x1) � f (x2)):

a1 := x1; b1 := x2; rn :=
1
2

(an + bn )

an +1 :=

(
rn : f (xn ) < z

an : sonst

bn +1 :=

(
bn : f (xn ) < z

rn : sonst

(an ) und (bn ) haben folgende Eigenschaften:

1.) f (an ) � z � f (bn )

2.) a1 � a2 � � � � � an � bn � � � � � b1 (wenn x1 � x2)
b1 � b2 � � � � � bn � an � � � � � a1 (wenn x2 � x1)

3.) jbn � an j = 1
2n � 1 � jx1 � x2 j ! 0; n ! 1

4.) limn !1 an = lim n !1 bn Sei x := lim n !1 an .

5.) f (an ) ! f (x) und f (bn ) ! f (x), weil f stetig und f (an ) � z � f (bn ).
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y lim f (an ) = z = f (x).

Folgerung 12.2. Ist I ein nichtleeres Intervall und f : I ! R stetig, dann ist f (I ) auch ein
Intervall.

Beweis:
Wäre f (I ) kein Intervall, dann gäbe es Punktey1 < y < y 2 mit y1; y2 2 f (I ), aber y =2 f (I ).
Dies widerspricht 12.1.

Satz 12.3 (Umkehrfunktion und stetige Funktion). Sei I 6= ; ein Intervall und f : I !
R stetig.

(i) f ist genau dann injektiv, wennf streng monoton ist.

(ii) Ist f streng monoton (und somit injektiv), dann ist f � 1 : f (I ) ! R streng monoton (im
gleichen Sinn wief ) und stetig.

Beweis:
(i) f streng monoton y f injektiv, klar. Sei f injektiv und angenommen f ist nicht streng

monoton. Dann gibt es drei Punkte x1; x2; x3 2 I mit x1 < x 2 < x 3 und entweder
(1) f (x1) < f (x2) und f (x3) < f (x2) oder (2) f (x2) < f (x1) und f (x2) < f (x3).

Es gilt in (1) f (x1) < f (x3) < f (x2) oder f (x3) < f (x1) < f (x2) (f (x1) 6= f (x2), weil
x1 6= x3 und f ist injektiv). Laut 12.1 gibt es x 2 [x1; x2] mit f (x) = f (x3), Widerspruch
oder ein x 2 [x2; x3] und f (x) = f (x1). (also x 6= x1).

Fall (2) verläuft analog.

(ii) f � 1 streng monoton, weil

(?) x1 < x 2 ) f (x1) < f (x2)

Aber (?) ist gleich
x1 < x 2 , f (x1) < f (x2)

Angenommenf � 1 ist streng monoton wachsend. Daf stetig ist, ist f (I ) ein Intervall.

Es seia 2 I und kein Randpunkt von I . Sei � > 0 so, dassU� (a) � I . Dann ist f (U� (a))
ein Intervall J mit f (a) 2 J . Es gilt f � 1(f (a)) = a. Ist " > 0 so, dassU" (f (x)) � J y
f � 1(U" (f (x))) � U� (a). Also f � 1 in f (a) stetig.

Es seia Randpunkt von I . Gilt f (an ) ! f (a). Seia oberer Randpunkt und (f (an )) streng
monoton wachsend.y an < a n +1 , weil f streng monoton wachsend.(an ) beschränkt,
weil an � a. (an ) konvergent. Seian ! b � a. Da f stetig ist, gilt f (an ) ! f (b) und
f (an ) ! f (a) y f (a) = f (b) y b = a. Also aus f (an ) ! f (a) folgt an ! a, d.h. f � 1 ist
stetig in f (a).

Beispiel:
Sei n 2 N und a 2 R mit a � 0. n

p
a := b mit nn = a. Existenz von n

p
a folgt aus dem

Vollständigkeitsaxiom von R (analog wie 2
p

a).
f (x) : R + ! R ; f (x) := n

p
x ist streng monoton wachsend.

Wir verwenden Satz 12.3. Es reicht zu zeigen:g(x) := xn ist streng monoton wachsend. Es sei-
enx; y 2 R mit 0 � x < y . Zu zeigen:xn < y n . yn � xn = ( y � x)

| {z }
> 0 weil y>x

(yn � 1 + yn � 2 � x + � � � + xn � 1)
| {z }

positiv, da alle Summanden positiv
Summe > 0, da alle Summanden > 0.

.

Somit yn � xn > 0, also xn < y n .
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x

y

n
p

x

g(x) := xn

De�nition 12.4 (Kompakte Menge). Eine Teilmenge von R heiÿt kompakt , wenn sie
abgeschlossen und beschränkt ist.

Hauptbeispiel: Abgeschlossene Intervalle der Gestalt:[a; b] mit a � b; a; b2 R.

a b

Satz 12.5. Es sei ; 6= D � R und f : D ! R stetig. Ist D kompakt, dann ist f (D ) auch
kompakt.

Beweis:
Sei D kompakt.

(i) Wir zeigen, dass f (D ) beschränkt ist (indirekt).

Angenommenf (D) ist nicht beschränkt. D.h. (8n 2 N)(9xn 2 D)( jf (xn )j > n ). (xn ) ist
eine Folge inD und D ist beschränkt. Nach Bolzano-Weierstraÿ (Satz 6.5 auf Seite 18)
besitzt (xn ) eine konvergente Teilfolge(xn k ). xn k ! a; k ! 1 (a Häufungspunkt von
D, weil unendlich viele xn verschieden sind). DaD abgeschlossen ist, folgta 2 D. Da f
stetig ist,gilt f (xn k ) ! f (a). Aber jf (xn k )j > n k � Widerspruch.

(ii) Wir zeigen: f (D ) ist abgeschlossen, d.h.f (D ) enthält alle seine Häufungspunkte.

Sei b Häufungspunkt von f (D ). Dann gilt (8n 2 N)(9xn 2 f (D ))( yn 2 U 1
n

(b)) . D.h.
yn ! b. Sei xn 2 D mit f (xn ) = yn . (xn ) ist Folge in D und D kompakt y Es gibt (xn k )
konvergent. Es geltexn k ! a; a 2 D. f stetig. Somit f (xn k ) ! f (a) y b = f (a). Also
b 2 f (D ).

Satz 12.6 (Minimum und Maximum). Sei ; 6= D � R und f : D ! R stetig. Ist D
kompakt, dann existierenmin f (D ) und max f (D ), d.h. es gibta; b2 D mit f (a) � f (x) � f (b)
für jedes x 2 D.

Beweis:
Wir beweisen max f (D ) existiert. f (D ) 6= ; (weil D 6= 0 ) und beschränkt, siehe 12.5y
supf (D ) existiert. Es gilt supf (D ) 2 f (D ) oder supf (D ) ist Häufungspunkt von f (D ).

Gilt supf (D ) 2 f (D ), dann gilt supf (D ) = max f (D ).
supf (n) Häufungspunkt bon f (D ): Da f (D ) abgeschlossen, siehe Satz 12.5. Somitsupf (D ) 2

f (D ). Also auch in diesem Fallsupf (D ) = max f (D ).
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De�nition 12.7 (Gleichmäÿige Stetigkeit). Sei ; 6= D � R; ; 6= E � D und f : D ! R.
f heiÿt gleichmäÿig stetig auf E , wenn

(8" > 0)(9� > 0)(8a 2 E)(8x 2 D)[jx � aj < � ) j f (x) � f (a)j < " ]�

Folgerung 12.8. Ist f gleichmäÿig stetig aufE , dann ist f stetig auf E .

Beweis (Logik):

(8a 2 E)(8" > 0)(9� > 0)(8x 2 D)[: : : ]

(8" > 0)(8a 2 E)(9� > 0) : : : stetig

(8" > 0)(9� > 0)(8a 2 E) : : : gleichmäÿig stetig *

Beispiele:
1.) f := id2 : R ! R; x ! x2. f ist nicht gleichmäÿig stetig auf R.

Sei " := 1 . Sei � > 0 gegeben. Seiy := 1
� . x := y + �

2 . Dan gilt jx � yj = � 2 < � .
jx2 � y2j = 1 + ( �

2 )2 > 1 = " .

2.)
x

y

�
1
id

�
jR +

1
x ist nicht gleichmäÿig stetig in (0; + 1 )

3.) Sei r > 0. id2j[� r;r ]: [r; � r ]
x ! x 2

! R ist gleichmäÿig stetig in [� r; r ]

Satz 12.9. Sei ; 6= D � R und f : D ! R stetig. Ist D kompakt, dann ist f gleichmäÿig
stetig.

Beweis:
Der Beweis benötigt eine spezielle Eigenschaft von kompakten Mengen, die zuerst bewiesen
werden soll.

Überdeckungseigenschaft von kompakten Mengen
Satz 12.10 (Heine-Borel). Es sei D eine nichtleere Menge in R. Für jedes x 2 D, sei
eine Zahl � > 0 gegeben. Dann gibt es endlich viele Punkte ausD, x1; : : : ; xm mit D �
U� (x 1 ) (x1)[� � �[ U� (x m ) (xm ). (Jede o�ene Überdeckung vonD enthält eine endliche Überdeckung
von D.)

� Das bedeutet, es muss ein � existieren, dass die Eigenschaft für alle " erfüllt. Konkret: z.B. f (x) := ex ist nicht
gleichmäÿig stetig. Die Funktion steigt für groÿe x sehr steil an. De�niert man ein " auf der y-Achse, so wird
das � auf der x Achse für gröÿere a immer kleiner. Da es für alle a gelten soll, müssen wir den Grenzwert bilden,
und der ist 0, jedoch � > 0 vorausgesetzt. Also existiert kein entsprechendes � . -tv
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Beweis (indirekt):
Wir konstruieren eine Folge von Intervallen (I n )n 2 II mit I n +1 � I n ; jI n +1 j = 1

2 . jI n j induktiv.
D � kompakt. D beschränkt y 9k 2 N mit D � [� k; + k]. Sei I 1 := [ � k; + k]. Wir nehmen
an, dassD = I 1 \ D 6�

S
x 2 M Ud(x ) (x), für jede endliche MengeM . Wir setzen voraus, dass

I 1; : : : ; I n bereits konstruiert und

(?) I n \ D 6�
[

x 2 M

U� (x ) (x) für jede endliche MengeM :

Wegen (?) mussI �
n \ D oder I +

n \ D (?) erfüllen. AngenommenI �
n \ D erfüllt ( ?). Dann de�niere

I n +1 := I �
n , sonst I n +1 := I +

n . I n \ D 6= ; für alle n. Sei an 2 I n \ D . Die Folge (an ) ist eine
Couchy-Folge, weil jI n +1 j = 1

2 � j I n j y jI n +1 j = 1
2n � j I 1 j; I n +1 � I n . am 2 I n \ D; m � n y

jam � ak j < 1
2n � j I 1 j für alle m; k � n + 1 . Also (an ) Couchy-Folge.(an ) konvergente Folge. Sei

a 2 R mit an ! a. Da D abgeschlossen ist folgta 2 D. Dann gibt es ein n mit I n � U� (a) (a).
Sei n so, dass 1

2n � j I 1 j < � (a). Dann gilt, da a 2 I n : Für x 2 I n gilt jx � aj � 1
2n � j I 1j < � (a),

also x 2 U� (a) (a). Da für I n \ D (?) gilt und D \ I n � U� (a) (a), ergibt sich ein Widerspruch.
Also war die Annahme falshc.

Beweis (von Satz 12.9 auf der vorherigen Seite):
Sei f stetig auf D und " > 0. Da f stetig in D gibt es für jedesa 2 D für "0 := "

2 ein � " 0(a) so,
dass

jx � aj < � " 0(a) ) j f (x) � f (a)j < " 0 (x 2 D) :

Sei � (a) := 1
2 � " 0(a). (klar � (a) > 08a 2 D). Somit ist U� (a) (a) : a 2 D eine o�ene Überdeckung

von a. Da D kompakt folgt: Es gibt eine endliche Überdeckung vonD. Sei dies

(?) U� (x 1 ) (x1); : : : ; U� (x m ) (xm ) :

Sei � 0 := min f � (x1); : : : ; � (xm )g; � 0 > 0. � 0 ist gut für " (um die Stetigkeit zu zeigen). Gegeben
seienx; y 2 D mit jx � yj < � 0. Es gibt k mit x 2 U� (x k ) (xk ) (k existiert weil ( ?) Überdeckung
von D), d.h. jx � xk j < � (xk ) = 1

2 � " 0(xk ) < � " 0(xa ).
Also gilt: jx � xk j < � " 0(xk ).
jy � xk j = jy � x + x � xk j � j y � xj + jx � xk j < � 0 + f (xk ) � 2 � � (xk ) = � " 0(xk ). Also

jy � xk j < � " 0(xk ).
Wir haben jf (x) � f (y)j = jf (x) � f (xk ) + f (xk ) � f (y)j � j f (x) � f (xk )j + jf (xk ) � f (y)j �

"0+ "0 = 2 � "0 = " . x; y beliebig ausD, also f gleichmäÿig stetig auf D .
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Ÿ 13. Di�erenzierbarkeit

De�nition 13.1. Sei ; 6= D � R, und f : D ! R.

(i) Ist a 2 D, dann heiÿt f di�erenzierbar in a, wenn a Häufungspunkt vonD und ein
b 2 R und eine Funktion r (x) : D ! R existieren mit

f (x) = f (a) + b� (x � a) + r (x) 8x 2 D

und

lim
x ! a

r (x)
x � a

= 0

(r (x) heiÿt �Restfunktion�)

Dies ist äquivalent mit

lim
h! 0

f (a + h) � f (a)
h| {z }

Di�erenzenquotient

= b

lim
x ! a

f (x) � f (a)
x � a

= b

(ii) Gilt ; 6= E � D , dann heiÿt f di�erenzierbar auf E wenn f in jedem x 2 E di�eren-
zierbar ist.

(iii) Die Zahl b ist eindeutig bestimmt. b heiÿt Ableitung oder Di�erentialquotient von f
in a.

Schreibweise:f 0(a) oder df
dx (a).

(iv) Ist f auf D di�erenzierbar, dann heiÿt f 0 Ableitung zu f .

Beispiel:
1.) ĉ(x) = 42 ! (ĉ)0 = 0

2.) id(x) := x, (id)0(x) = 1̂(x) = 1

3.) 1
id : R n f 0g ! R; 1

id (x) := 1
x :

�
1
id

� 0
(x) = � 1

id 2 (x )
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Geometrische Deutung der Ableitung

f

Tangente

Sekante

a

f 0(a)

x

f (x)

Satz 13.2. Ist f : D ! R; a 2 D, dann folgt aus der Di�erenzierbarkeit von f in a die
Stetigkeit von f in a.

Beweis:
Da limh! 0

f (a+ h) � f (a)
h existiert mit h ! 0 für h ! 0, muss f (a + h) ! f (a) für h ! 0. Dies

bedeutet f ist stetig in a.

Die Umkehrung gilt nicht.
Sei f (x) := jxj und sei a = 0 .

x

y

0

hn :=
1
n

f (0 + hn ) � f (0)
hn

=
1
n
1
n

= 1

hn := �
1
n

=
1
n

� 1
n

= � 1

Also j � j in 0 nicht di�erenzierbar.

Satz 13.3. Es seiena 2 D � R; f; g : D ! R beide di�erenzierbar in a und � 2 R.
Dann gilt:

(i) f + g di�erenzierbar in a und (f + g)0(a) = f 0(a) + g0(a).

(ii) � � f di�erenzierbar in a und (� � f )0(a) = � � f 0(a).

(iii) ( Produktenregel ) f � g di�erenzierbar in a und (f � g)0(a) = f 0(a) � g(a) + f (a) � g0(a).

(iv) ( Quotientenregel ) Falls g(a) 6= 0 , dann ist f
g di�erenzierbar in a und

�
f
g

� 0

(a) =
f 0(a) � g(a) � f (a) � g0(a)

(g(a))2 :

(v) ( Kettenregel ) Ist h : E ! R mit f (D ) � E und h ist di�erenzierbar in f (a). Damit ist
h � f di�erenzierbar in a und (h � f )0(a) = h0(f (a)) � f 0(a).

Beweis:
(i), (ii) klar, Grenzwertsätze für Funktionen
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Ÿ 13. Di�erenzierbarkeit

(iii)

lim
h! 0

f (h + a) � g(h + a) � f (a) � g(a)
h

= lim
h! 0

1
h

[f (h + a) � g(h + a) � f (a) � g(h + a) + f (a) � g(h + a) � f (a) � g(a)]

= lim
h! 0

g(h + a) �
f (h + a) � f (a)

a
+ lim

h! 0
f (a) �

g(h + a) � g(a)
h

= g(a) � f 0(a) + f (a) � g0(s)

(iv) 1. Fall 9U � Umgebung von a, f jU = f̂ (a) = a.

Dann ist (h � f )(x) = h(f (x)) = h(f (a)) ; x 2 U. (h � f )( x ) � (h � f )( a)
x � a = 0 ; x 2 U. Also

(h � f )0(a) = 0 , h0(f (a)) � f 0(a)
| {z }

0

= h0(f (a)) � 0.

2. Fall 9(xn ) in D , xn ! a und f (xn ) 6= f (a).

(h � f )(xn ) � (h � f )(a)
xn � a

=
(h � f )(xn ) � (h � f )(a)

f (xn ) � f (a)
�

f (xn ) � f (a)
xn � a

lim
n !1

(h � f )(xn ) � (h � f )(a)
xn � a=

= lim
n !1

(h � f )(xn ) � (h � f )(x)
f (xn ) � f (a)=

+ lim
n !1

f (xn ) � f (a)
xn � a

h(f (xn )) � h(f (a))
f (xn ) � f (a)

(h � f )0(a) = h0(f (x)) � f 0(a)f (xn ) ! f (a); weil f stetig

(v) Es reichte
�

1
id

� 0
zu berechnen. Dann folgt

�
1

g(x )

� 0
und daraus

�
f
g

� 0
= ( f � 1

g )0.

�
1

id(x)

� 0

= �
1
x2 ;

1
g

=
�

1
id

� g)(x)
�

1
id( a+ h) � 1

id( a)

h
=

1
a+ h � 1

a

h
=

� h
h � a � (a + h)

= �
1

a2 + a � g
���!
h! 0

�
1
a2

Beispiele 13.4.

(i) Sei P(x) := an � xn + � � � + a1 � x + a0. P0(x) = an � n � xn � 1 + � � � + a1.

(ii) Rationale Funktionen sind in ihrem gesamten De�nition sbereich di�erenzierbar. Ihre Ab-
leitung ist wieder eine rationale Funktion.

Satz 13.5 (Umkehrfunktion). Es sei I ein Intervall mit mehr als einem Punkt (jI j > 0),
f : I ! R , injektiv und stetig auf I . Weiterhin sei f in a 2 I di�erenzierbar.

Dann ist die Umkehrfunktion f � 1 : f (I ) ! R genau dann inb := f (a) di�erenzierbar, wenn
f 0(a) 6= 0 . Ist f � 1 in b di�erenzierbar, dann gilt:

f � 1(f (a)) = ( f � 1)0(b) =
1

f 0(a)
=

1
f 0(f � 1(b))

mathe2/2005-03-23 43



Kapitel IV. Di�erentialrechnung

Beweis:
(i) Sei f � 1 in b di�erenzierbar. Dann gilt nach 13.3,(v)

�
f � 1 � f

� 0
(a)= = ( f � 1)0(b) � f 0(a)

(id) 0(a) = 1

Also (f � 1)0(b) � f 0(a) = 1 y f 0(a) 6= 0 . Also existiert (f � 1)0(b) � 1
f 0(a) .

(ii) Es sei nun f 0(a) 6= 0 vorausgesetzt. Sei� die folgende Funktion:

�( x) :=

(
f (x ) � f (a)

x � a : x 2 I n f ag

f 0(a) : x = a

� ist stetig auf I (weil f stetig auf I und f di�erenzierbar in a).

�( x) 6= 0 für x 2 I . �( a) 6= 0 , weil f 0(i ) 6= 0 . Würde �( x) = 0 für x 6= a y f (x) =
f (a) y f nicht injektiv, Widerspruch.

Es gilt sonst für x 2 I n f ag : x � a = f (x ) � f (a)
�( x ) . Setze x := f � 1(y)(y = f (x)) ; a :=

f � 1(b)(b = f (a)) . x � a
f (x ) � f (a) = 1

�( x ) = f � 1 (y ) � f � 1 (b)
y � b = 1

( � � f � 1 )( y ) für alle y 2 f (I ) n f bg.
� stetig, f � 1 ( 12.3 auf Seite 37)y � � f � 1 stetig. Somit existiert

lim
y ! b

1
(� � f � 1)(y)=

= lim
y ! b

( f � 1 )( b)
z }| {
f � 1(y) � f � 1(b)

y � b
=

1
f

0

(a)

1
(� � f � 1)(b)

=
1

�( a)
=

1
f 0(a)

Folgerung 13.6 (Ableitung der n-ten Wurzel). n
p : [0; 1 ) ! R ist in jedem Punkt x > 0

di�erenzierbar und es gilt:

(?)
�

n
p � 0

(x) =
1
n

�
1

( n
p

x)n � 1

In x = 0 ist n
p nicht di�erenzierbar.

Beweis:
Wende 13.5 an:f := id n ; f 0(x) = n � xn � 1 (für x > 0 ist f 0 6= 0 , für x = 0 ist f 0 = 0 ).

f � 1 = n
p . (f � 1)0(f (x)) = 1

n �x n � 1 = 1
f 0(c) .

y := f (x) = xn :x = n
p

y:(f � 1)0(y) = 1
n �( np y)n � 1

( n
p

x)0 = ( x
1
n )0 = 1

n � x
1
n � 1.

Ÿ 14. Mittelwertsätze der Di�erentialrechnung

Satz 14.1 (Rolle). Es sei I = [ a; b]; a < b; f : I ! R stetig und f di�erenzierbar in (a; b) =:
I 0. Gilt f (a) = f (b). Dann gibt es wenigstens einc 2 I 0 mit f 0(c) = 0 .
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Ÿ 14. Mittelwertsätze der Di�erentialrechnung

x

y

ff (a) = f (b)

ca b

Beweis:
Da I kompakt und f stetig auf I sind, existieren max f (I ) und min f (I ).

� Gilt max f (I ) = min f (I ), d. h. f ist konstant auf I , dann gilt für jedes c 2 I 0 f 0(c) = 0 .

� Sei min f (I ) < max f (I ). Angenommen min f (I ) 6= f (a)(= f (b)) . Es gibt c 2 I 0 mit
f (c) = min f (I ). Wir zeigen, dassf 0(c) = 0 .

Sei x1 := c + b� c
n ; n 2 N xn ! c; xn > c; f (xn ) � f (c). f (x n ) � f (c)

x n � c ����!
n !1

f 0(c) � 0. Sei

yn := c + a� c
n ; n 2 N . yn ! c; yn < c; f (yn ) � f (c). f (yn ) � f (c)

yn � c ����!
n !1

f 0(c) � 0. Somit

f 0(c) = 0 .

Satz 14.2 (Erster Mittelwertsatz der Di�erentialrechnung ). Sei I := [ a; b]; a < b; f :
I ! R stetig und auf I 0 di�erenzierbar. Dann gibt es mindestens einc 2 I 0 mit f (b) � f (a)

b� a =
f 0(c).

x

y

a

f (a)

b

f (b)

c

f 0(c)

Beweis:
Sei h die Hilfsfunktion h(x) := f (x) � f (b) � f (a)

b� a (x � a).

� h ist stetig auf I

� h ist di�erenzierbar auf I 0

� h(a) = f (a)

� h(b) = f (a)

d.h. h erfüllt die Voraussetzungen des Satzes von Rolle ( 14.1 auf der vorherigen Seite). Somit
gibt es c 2 I 0 mit h0(c) = 0 . 0 � h0(c) = f 0(c) � f (b) � f (a)

b� a .

Satz 14.3 (Ableitung der monotonen, di�erenzierbaren Funk tionen). Sei f : I ! R ,
I ein Intervall mit jI j > 0. Sei f auf I di�erenzierbar. Dann gilt:

(i) f ist genau dann monoton wachsend, wennf 0(x) � 0; x 2 I .
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(ii) f ist genau dann monoton fallend, wennf 0(x) � 0; x 2 I .

(iii) Gilt f 0(x) > 0 (f 0(x) < 0), dann ist f streng monoton wachsend (streng monoton fallend).

Beweis:
Es seienx; y 2 I und x < y . Man wende 14.2 auff (y ) � f (x )

y � x an (= f 0(b)).

Die Umkehrung von (iii) gilt nicht. Beispiel x3 im Punkt 0.

Folgerung 14.4. Sei f : I ! R , I ein Intervall mit jI j > 0. Sei f auf I di�erenzierbar und
f 0(x) = 0 ; x 2 I . Dann ist f konstant auf I .

Beweis:
f 0(x) � 0 und f 0(x) � 0 y f monoton wachsend und monoton fallendy f konstant.

Satz 14.5 (Zweiter Mittelwertsatz der Di�erentialrechnun g). Sei I = [ a; b]; a < b; f :
I ! R ; g : I ! R beide stetig aufI und beide di�erenzierbar auf I 0. Sei g0(x) 6= 0 8x 2 I 0

(somit g(a) 6= g(b), Rolle). Dann gibt es c 2 I 0:

b� a
b� a

�
f (b) � f (a)
g(b) � g(a)

=
f 0(c)
g0(c)

Beweis:
Sei h die Hilfsfunktion h(x) := f (x) � f (b) � f (a)

g(b) � g(a) � (g(x) � g(a)) . h erfüllt die Voraussetzungen

von Rolle ( 14.1 auf Seite 44). Es gibtc 2 I 0 0 = h0(c) = f 0(c) � f (b) � f (a)
g(b) � g(a) � g0(c).

Wichtige Anwendung des zweiten Mittelwertsatzes:
Satz 14.6 (Regel von de l'Hospital). Sei I ein Intervall und a ein Häufungspunkt vonI .
Ferner seien f; g : I ! R , di�erenzierbar auf I n f ag mit g0(x) 6= 0 für alle x 2 I n f ag.

Gilt lim x ! a f (x) = lim x ! a g(x) = 0 und existiert lim x ! a
f 0(x )
g0(x ) , dann existiert auchlim x ! a

f (x )
g(x )

und beide Grenzwerte sind gleich.

(Anwendung, ggf. mehrfach, fallslim f (x )
g(x ) bestimmt werden soll und zu kompliziert ist.)

Beweis:
Es seien

F (t) :=

(
f (t) : t 2 I n f ag
0 : t = a

G(t) :=

(
g(t) : t 2 I n f ag
0 : t = a

F und G stetig auf I [ f ag [da f; g stetig sind Grenzwert in Pkt. a = 0 ]. F und G sind
di�erenzierbar auf I n f ag. G(x) 6= 0 für alle x 2 I n f ag, weil g0(x) 6= 0 (nach Rolle, 14.1
auf Seite 44). Gegeben seix 2 I n f ag. Der zweite Zwischenwertsatz liefert� (x) 2 (a; x) mit
f (x )
g(x ) = F (x ) � F (a)

G(x ) � G(a) = F 0( � (x ))
G0( � (x )) = f 0( � (x ))

g0( � (x )) . Wegenj� (x) � aj < jx � aj gilt x ! a ) � (x) ! a. Aus

der Existenz von lim x ! a
f 0(x )
g0(x ) folgt die Existenz von lim x ! a

f (x )
g(x ) und die Gleichheit beider.

Bemerkung 14.7. Satz 14.6 kann man auch auf die Fällex ! �1 angewandt werden.
Ist f : D ! R; supD = + 1 , dann schreibt man lim x ! + 1 f (x) = c(c 2 R), wenn 8" >

0 9k > 0 8x 2 D [x > k ) j f (x) � cj < " ] (analog ist lim x !�1 f (x) de�niert). Es gilt
Satz 14.6, wenn füra � 1 gesetzt wird. Somitlim x ! + 1

f (x )
g(x ) = lim x ! + 1

f 0(x )
g0(x ) :
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Beweis:
Sei F (x) : f ( 1

x ); F 0(x) = 1
x 2 f 0( 1

x ); G(x) := g( 1
x ); G0(x) = 1

x 2 � g0( 1
x ).

lim
x ! 0

F (x)
G(x)=

=
14.6

lim
x ! 0

F 0(x)
G0(x)=

lim
y !1

f (y)
g(y)

= lim
y !1

�
f 0(y)
g0(y)

�
� 1

y 2

� 1
y 2

(y :=
1
x

)

Beispiele:
0
0 lim x ! 0

ex � e� x

x = lim x ! 0
ex + e� x

1 = f `2
1 = 2

1 � 1 lim x ! 1

�
1

x � 1 � 1
ln x

�
= lim x ! 1

ln x � (x � 1)
(x= 1) � ln x = lim x ! 1

1
x � 1
ln z

x � 1
x = lim x ! 1

1� x
x � ln x + x � 1 =

lim z! 1
� 1

ln x ]2 = � 1
2 = � 1

2

00 lim x ! 0+ xx =
logarithmieren

lim x ! 0+ ex � ln x =
Stetigkeit

elim x ! 0+ x � ln x =
?

e0 = 1 .

Schritt ?: lim x ! 0+ x � ln x = lim x ! 0+
ln y

1
x

= lim x ! 0+
1
x

� f rac 1x 2 = � x

Übung: Zum ersten Mittelwertsatz: Für jedes x � � 1 und n 2 N gilt n
p

1 + x � 1 + x
n .

Idee: f (x) := n
p

1 + x � 1; f (x ) � f (0)
x � 0 = f 0(c).

Ÿ 15. Höhere Ableitungen, Satz von Taylor

De�nition 15.1. Sei f : D ! R.
f (0) := f .
Angenommen,f (k ) existiert und ist di�erenzierbar, dann ist f (k+1) :=

�
f (k )

� 0
.

f (k ) � die k-te Ableitung von f , andere Schreibweise:d
k f

dx k . Für f (1) ; f (2) ; : : : schreibt man
auch f 0; f 00; : : : .

f heiÿt k -mal di�erenzierbar , wenn f (k ) existiert.
f heiÿt k -mal stetig di�erenzierbar , wenn f (k ) existiert und stetig ist.
f heiÿt beliebig oft di�erenzierbar , wenn f (k ) existiert für jedes k 2 N.
Symbole:Ck (D ) � Menge aller k-mal stetig di�erenzierbaren Funktionen, C1 (D ) � Menge

der beliebig oft di�erenzierbaren Funktionen.
C(D) = C0(D ) ) C1(D ) ) � � � ) C1 (D ).

Beispiel:

idn (x) = xn ; (id n )(k ) =

(
0 : k > n

n !
(n � k )! idn � k : k � n

Analog wie in 15.1 ist die k-te Ableitung in einem Punkt de�niert.

De�nition 15.2 (Taylor-Polynom). Es seienn 2 N 0 und a 2 D � R, und sei f : D ! R
n-mal di�erenzierbar in a. Dann heiÿt das Polynom

Tn : R ! R; Tn (x) :=
nX

k=1

f (k ) (a)
k!

(x � a)k

das n -te Taylor-Polynom von f im Punkt a.
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Übung: T (k )
n (a) � f (k ) (a) 0 � k � n

Rn (x) := f (x) � Tn (x) heiÿt Restfunktion .

Satz 15.3 (Taylor). Es sei n 2 N 0, I ein Intervall mit jI j > 0 und a 2 I . Weiterhin sei
f : I ! R n-mal di�erenzierbar auf I . Dann gilt:

(i) lim x ! a
R n (x )

(x � a)n = 0

(ii) Falls f (k+1) (a) existiert, dann gilt lim x ! a
R n (x )

(x � a)n � 1 = f ( n +1) (a)
(n +1)! .

(iii) (Restdarstellung von Langrange)

Ist f (n � 1)-mal di�erenzierbar auf I , dann gibt es für jedesx 2 I ein c zwischena und

x mit Rn (x) = f ( n +1) (c)
(n +1)! (x � 0)n +1 .

Anwendungen des Taylorschen Satzes

Satz 15.4 (Entwicklungssatz für Polynome). Sei a 2 R; P : R ! R ein Polynom, d.h.
P(x) =

P n
k=0 ak � xk . Dann gilt

P(x) =
X

k=0

bk (x � a)k

mit

bk =
1
k!

P (k ) (a) =
nX

� = k

�
�
k

�
a� � a� � k 0 � k � n

Beweis:
Wir betrachten das n-te Taylor-Polynom für P im Punkt a. Dies hat die Gestalt:

Tn (x) =
nX

k=0

P (K ) (a)
k!

� (x � a)k

Nach 15.3,(iii) gibt es c (zwischenx und a) mit Rn (x) = 1
(n +1)! P (n +1) (c)�(x� a)n +1 . P (k � 2) (c) =

0, weil Grad(P)= n. Also P(x) = Tn (x). Somit bk = P ( k ) (a)
k ! . 1

k! P
(k ) (a) = 1

k! �
P n

� = k
� !

( � � k )! an �̀ �

a� � k .

P0 = an � n � xn � 1 + an � 1 � (n � 1) � xn � 2 + � � � + a1

P00= an � n � xn � 2 + � � � + 2 � a2

P (k ) = an � n � (n � 1) � � � (n � k + 1) � xn � k + : : : ak � k � (k � 1) � � � � � 1

Beispiel:
Sei P(x) := xn .

xn =
P n

k=0 bn (x � a)k , bk =
P n

� = k ( �
k )a� � a� � k . (a0 = a1 = � � � = an � 1 = 0 ; an = 1 )

bk = ( n
k )an � an � k .

xn � ( n
n ) � an � (x � a)n + ( n

n � 1 )a1 � a � (x � a)n � 1 + : : : ( n
0 )an � a

x ! x + a
(x + a)n =

P n
k=0 ( n

k )xn � k � ak (Binomische Formel)
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Lokale Extremwerte

De�nition 15.5 (Lokale Extremwerte). Sei a 2 D � R; f : D ! R. f besitzt an der Stelle
a ein lokales Minimum (lokales Maximum), wenn

(9U � Umgebung von a)( f (a) = min f (U \ D)

((9U � Umgebung von a)( f (a) = max f (U \ D))

Satz 15.6. Es sei I ein Intervall mit I j > 0, a 2 I 0 und f : I ! R .

1.) (Notwendige Bedingung) Ist f di�erenzierbar auf I 0 und hat f ein lokales Extremum in a,
dann gilt f 0(a) = 0 .

2.) (Hinreichende Bedingung) Ist f n -mal di�erenzierbar auf I 0; n � 2 und gilt f 0(a) = f 00(a) =
� � � = f (n � 1) (a) = 0 ; f (n ) (a) 6= 0 , dann hat f im Punkt a ein lokales Minimum, wenn
f (n ) (a) > 0 und n gerade.f hat in a ein lokales Maximum, wennf (n ) (a) < 0 und n gerade
und kein lokales Extremum, wennn ungerade ist.
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Beweis:
1.) Wie im Beweis von Rolle (Satz 14.1 auf Seite 44).

b

a

in a: Anstieg (Ableitung) = 0

b

Punkt < a

pos. Anstieg
b

Punkt > a

neg. Anstieg

2.) Nach Taylor ( 17.8 auf Seite 59) (ii) gilt:

lim
x ! a

f (x) � f (a)
(x � a)n =

f (n ) (a)
n!

=
Taylor (ii)

lim
x ! a

Rn (x)
(x � a)n = f (x) � f (a) �

n � 1X

k=1

f (k)
k!

� (x � a)k = 0

Sei F die Funktion

F (x) :=

(
f (x ) � f (a)

(x � a)n : x 6= a
f ( n ) (a)

n ! : x = a

F : I ! R , F ist stetig in a. Angenommenf (n)(a) > 0, also F (a) > 0. y 9U - Umgebung
von a, so dassF (x) > 0; x 2 U \ I . Ist x 2 U \ I , x > a (x existiert, da a 2 I 0)
f (x) = f (a) + ( x � a)n

> 0

� F (x)
> 0

> f (a).

Ist x 2 U \ I; a > x . f (x) = f (a) + ( x � a)n .

F (x)
> 0

(
> f (a) : n gerade

< f (a) : n ungerade
:

Fazit: f (x) < f (a); x 2 U \ I , wenn f (n ) (a) > 0 und n gerade,f (n ) (a) > 0 und n gerade,
dann kein Extremwert.???

Für f (n ) (a) < 0 verläuft der Beweis analog.

Die Landauschen Symbole

De�nition 15.7 (Groÿ-O, Klein-o). Sei ; 6= D � R, a � Häufungspunkt von D, f; g 2
Abb(D; R).

1.) f (x) = O(g(x)) für x ! a; x 2 D (� f ist Groÿ-O von g für x gegena�) :, 9 U � Umgebung von a 9k >
0 jf (x) � k � jg(x)j für x 2 U \ D n f ag.

2.) f (x) = o(g(x)) für x ! a; x 2 D :, 9 U � Umgebung von a 9" : U \ D ! R + mit
lim x ! a " (x) = 0 jf (x)j < " (x) � jg(x)j; x 2 U \ D .
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Ÿ 15. Höhere Ableitungen, Satz von Taylor

Beispiel:

h(x)

f (x)
g(x)

g(x) = x

f (x) = O(g); x ! a

h(x) =
p

x 6= O(g)

h(x) 6= O(g), da
p

x zu schnell gegen Null geht.
D.h. f ist O(g) wenn f genauso schnell mod.a konstanter Faktor
gegen Null geht.

aModulo?

f (x)

g(x)

g(x) = x

f (x) = x2 f
x

! 0; x ! 0 " (x) = x

= o(g(x))

f ist stetig in a genau dann, wennf (x) = f (a) = o(1̂).
f ist stetig in a y lim x ! a f (x) = f (a) , lim x ! 0( f (x) � f (a)

| {z }
" (x ):= j f (x ) � f (a) j

) =

0
jf (x) � f (a)j � " (x) � 1

f ist di�erenzierbar in a, dann gilt

f (x) � f (a) = f 0(a)(x � a) = o(x � a)

f (x) = f (a) + f 0(a) � (x � a) + r (x) r (x) ! 0; x ! a
f (x ) � f (a)

x � a ! f 0(a)

f (x ) � f (a)
x � a � f 0(a) +

r (x)
x � a| {z }

! 0

= "(x) ( r (x )
x � a � (x � a))

�

� In diesem Abschnitt ist mir den doch einiges unklar, und mein e Hand-Mitschrift sieht ziemlich, äh, hektisch
aus. Lies: Ich wäre über Korrekturen, Bestätigungen, Erklä rungen ganz besonders dankbar. -tv

mathe2/2005-03-23 51



Kapitel IV. Di�erentialrechnung

52 mathe2/2005-03-23



Kapitel V: Folgen und Reihen von
Funktionen
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Ÿ 16. Konvergenz von Funktionsfolgen

Wir betrachten Folgen von Funktionen (f n )n 2 N mit f n : D ! R (Eine Folge von Funktionen
ist F : N ! Abb(D; R), n ! F (n) = f n ; n 2 N).

De�nition 16.1 (Punktweise Konvergenz). Sei ; 6= D � R und (f n ) eine Folge in
Abb(D; R). (f n ) heiÿt punktweise konvergent (auf D ) , wenn die Zahlenfolge

�
f n (x)

�
n 2 N

für jedes x 2 D konvergent ist.
Die Grenzfunktion der Folge (f n ) ist die Funktion f mit

f : D ! R; f (x) := lim
n !1

f n (x) Schreibweise:f n ! f

Beispiele 16.2.

1.) f n (x) : [0; 1] ! R ; f n (x) := xn

f n ! f mit

f (x) =

(
0 : x 2 [0; 1]

1 : x = 1

[punktweise Konvergenz erhältnicht die Stetigkeit]

0 1
0

1

x1

x3 x100

f n (x) = xn
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Kapitel V. Folgen und Reihen von Funktionen

2.)

f n (x) : [0; 1] ! R ; f n (x) =

(
0 : x 2 [0; 1

n ]
1
x : x 2 ( 1

n ; 1]

f n ! f (x) =

(
1
x x 6= 0

x = 0

De�nition 16.3 (Norm-Konvergenz). Sei ; 6= D � R und (f n ) eine Folge in Abb(D; R).
Die Folge (f n ) heiÿt konvergent im Sinne der Norm , wenn esf 2 Abb(D; R) gibt, so dass
(kf n � f kD ) eine Nullfolge in R [ f1g ist. � Schreibweise:f n � f

Satz 16.4. Sei ; 6= D � R und (f n ) eine Folge in Abb(D; R). Ist (f n ) konvergent im Sinne
der Norm (gegenf ), dann ist (f n ) punktweise konvergent (gegenf ).

Beweis:
Es gelte kf n � f kD ! 0; n ! 1 . Ist x 2 D , damm gilt 0 < jf n (x) � f (x)j

! 0
� k f n � f kD ! 0.

Also f n (x) ! f (x)8x

Die Umkehrung gilt nicht. Beide Beispiele nach De�nition 16.1 sind nicht konvergent im
Sinne der Norm

1.) kf n � f kD = 1

1

1

f n

2.) kf n � f k[0;1] = 18 n y

1
Bemerkungen 16.5. (i) Die De�nitionen 16.1 und 16.3 können auch als " -n0-Bedingung

formuliert werden:

� (f n ) ist punktweise konvergent gegenf , wenn

(8x 2 D)(8" > 0)(9n0)(8n � n0)[jf n (x)) � f (x)j < " ]

� (f n ) ist konvergent im Sinne der Norm, wenn

(8" > 0)(9n0)(8n � n0)(8x 2 D)[jf n (x) � f (x)j < " ]

(ii) Für �konvergent im Sinne der Norm� sagt man auch � gleichmäÿig konvergent �, f �
f symbolisch.

� kf � gkD := sup fj f (x) � g(x)j : x 2 D g, kf � gkD 2 R [ f1g
y Was wollte er uns mit diesem Beispiel sagen? Und wie muss das B ild ergänzt werden?
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Ÿ 16. Konvergenz von Funktionsfolgen

(iii) (Couchy-Kriterium)

� (f n ) ist punktweise konvergent, (8x 2 D)(8" > 0)(9n0)(8n � n0)[jf n (x) � f (x)j <
" ]

� (f n ) ist gleichmäÿig konvergent, (8" > 0)(9n0)(8n � n0)(8x)[jf n (x) � f n 0 (x)j < " ]

Funktionsreihen

De�nition 16.6.

(i) Es sei (f n ) eine Funktionsfolge ausAbb(D; R). Unter der Funktionsreihe (von (f n )),
Schreibweise:

P 1
n =1 bn , versteht man die Folge(sn ) mit sn (x) =

P n
k=1 f n (x) (sn � n-te

Partialfolge).

(ii)
P

f n heiÿt punktweise konvergent, wenn(sn ) punktweise konvergent; absolut konver-
gent, wenn

P 1
n =1 jf n (x)j punktweise konvergent.F (x) := lim n !1 heiÿt Summe vonP 1

n =1 f n (x).

(iii)
P

f n (x) heiÿt gleichmäÿig konvergent , wenn (sn ) gleichmäÿig konvergent.

(iv) Ist
P

f n punktweise konvergent, absolut konvergent, gleichmäÿig konvergent aufE � D ,
dann schreibt man

P 1
n =1 f n (x)jE und sagt

P
f n jE ist punktweise, absolut, gleichmä-

ÿig konvergent .

Beispiel:
D = [0 ; 1]; f n : D ! R; f (x) := xn . Dann konvergiert

P
f n (x) punktweise auf D .

Für x < 1 ist
P 1

n =1 xn konvergent (gegen 1
1� x � 1 = x

1� x = F ).
P

f konvergiert nicht
gleichmäÿig aufD , weil ksn � F kD = 1 .

jsn (x) � F (x)j =

�
�
�
�
1 � xn +1

1 � x
�

x
1 � x

�
�
�
� =

�
�
�
�
1 � xn +1 � x

1 � x

�
�
�
� ���!

x ! 1
+ 1 :

Aber für E = [0 ; q]; q < 1 ist
P

f n jE gleichmäÿig konvergent:

�
�
�
�
1 � qn +1 � q

1 � q

�
�
�
� ! 1

F (x) � 1 ist die Grenzfunktion, denn ksn � F (x) � 1kE ! 0

Satz 16.7 (Majorantenkriterium). Sei ; 6= D � R und (f n ) eine Folge inB(D) (d.h. f n ist
beschränkt). Dann gilt: Konvergiert

P 1
n =1 kf n kD , so ist

P 1
n =1 f n (x) gleichmäÿig konvergent.

Gibt es eine Folge(an ) mit kf n kD � aN für fast alle n und
P 1

n =1 aN konvergiert, dann istP
kf n kD konvergent.

Beweis:
Für n 2 N sei Sn :=

P n
k=1 kf k kD und sn (x) =

P n
k=1 f k (x). Da (Sn ) konvergiert, erfüllt (Sn )

die Couchy-Bedingung. Somit gibt es für" > 0 ein n0 mit jSn � Sn 0 j < "; n � n0.
jsn (x) � sn 0 (x)j =

�
�P n

k= n 0 +1

�
� �

P
jf k (x)j �

P n
k= n 0 +1 kf k kD = Sn � Sn 0 = jSn � Sn 0 j < "
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Eigenschaften der Grenzfunktion

Satz 16.8. Es sei (f n ) eine Folge inAbb(D; R); (f n ) � f . Sind alle f n beschränkt, dann auch
f .

Beweis:
Sei "̀ = 1 und n0 so, dasskf n � f kD < " = 1 für n � n0. jf n (x) � f (x)j < 1, also f n (x) � 1 <
f (x) + 1 . Somit gilt kf kD � k f n kD + 1 .

Satz 16.9. Sei a 2 D � R, (f n ) eine Folge ausAbb(D; R). Gilt: Fn � f und fast alle n sind
stetig in a, dann ist f stetig in a.

Beweis:
Gegeben sei" > 0. Sei "0 := "

3 . Da kf n � f kD Nullfolge, gibt es n0 mit kf n � f kD < " 0; n � n0.
Sei n0 so groÿ geqählt, dass alef n ; n � n0, stetig in a sind. Sei � > 0 so gewählt, dass
jx � aj < � ( j f n 0 � f (a)j < " 0. Dann gilt für x 2 D; jy � aj < � : jf (x) � f (a)j = jf (x) �
f n 0 (x) + f n 0 (x) � f n 0 (a) + f n 0 (a)j � j f (x) � f n 0 (x)j + jf n 0 � f n 0 (x)j + jf n 0 (a) � f (a)j �
kf � f n 0 kD + jf n 0 (x) � f (a)j + kf n 0 � f k < " 0+ "0+ "0 = 3 "0 = "

� f n � f; f 0
n existiert: Über f 0

n kann nichts gesagt werden

� f 0
n � F y f n hat gewisse Eigenschaften.

� f 0
n � F y f n � G gilt nicht ganz.

Hilfssatz 16.10. Es sei I ein Intervall mit jI > 0j und (f n ) eine Folge in Abb( I; R), di�e-
renzierbar.

Ist (f 0
n ) gleichmäÿig konvergent und(f n (a)) für ein a 2 I ist konvergent, dann ist (f n )

gleichmäÿig konvergent.

Satz 16.11. Sei I ein Intervall, jI j > 0; (f n ) di�erenzierbar, (f n (a)) konvergent für ein a 2 I .
Danngilt f n � f und f 0(x) lim n !1 f 0

n (x); x 2 I .

Beweis:
Sei x0 2 I vorgegeben. Wir haben zu zeigen:

lim
x ! x 0

f (x) � f (x0)
x � x0

= lim
n !1

f 0n(x):

Es sei

� n (x) :=

(
f n (x ) � f n (x 0 )

x � x 0
: x 6= x0

f 0
n (x0) : x = x0

Da f n in x0 di�erenzierbar, gilt � n stetig in I . Wir zeigen: (� n (x)) konvergiert gleichmäÿig
auf I .

j� N (x) � � � (x)j =
�
�
� ( f n (x ) � f m (x ) � ( f n (x 0 ) � f m (x 0 ) � f m (x 0 )))

x � x 0

�
�
� =

1. Mittelwertsatz
jf 0

n (c) � f 0
m (c)j ???�

Da (f 0
n ) gleichmäÿig konvergiert, ist die Couchy-Bedingung f+r gleichmäÿige Konvergenz

erfüllt. Somit ist � := lim n !1 � n stetig.

�( x) = lim
n !1

� n (x) =

(
lim n !1

f n (x ) � f n (x 0 )
x � x 0

: x 6= x0

lim n !1 f 0
n (x0) : x = x0

=

(
f (x ) � f (x 0 )

x � x 0

limn !1 f 0
n (x 0 )

� Hier endet der Teil des Beweises in meiner Mitschrift. Gehts noch weiter? -tv
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Ÿ 17. Potenzreihen

Da � stetig, gilt

lim
x ! x 0

�( x) = lim
n !�

)f 0
n (x0)

lim
x ! x 0

f (x) � f (x0)
x � x0

= lim
xtox 0

f 0
n (x0)

Anwendung auf Reihen

(
P 1

n =1 f n (x)) 0 =
P 1

n =1 f 0
n (x)) wenn

P
f n die Voraussetzungen erfüllt (S0

n � ;
P

f n (a) konver-
giert)

Ÿ 17. Potenzreihen

De�nition 17.1. Es sei (an )n 2 N 0 eine Folge in R und a 2 R. Dann heiÿt die Reihe

1X

n =0

an � (x � a)n

Potenzreihe im Punkt a mit den Koe�zienten an ; n 2 N 0.

Beispiele:
1P

n =0
xn (�geometrische Reihe�),

1P

n =0

x n

n ! (e-Reihe)

Satz 17.2 (Konvergenzradius). Gegeben sei die Potenzreihe
P 1

n =0 an � (x � a)n . Dann gilt:
Es gibt eine eindeutig bestimmbaresr mit 0 � r � 1 (r 2 R + [ f1g ) mit

(i) (8x 2 R)( jx � aj < r )
P 1

n =0 an (x � a)n ist absolut konvergent)

(ii) (8x 2 R)( jx � aj > r )
P 1

n =0 an (x � a)n ist divergent). [Randpunkte unbestimmt]

Dies r heiÿt Konvergenzradius der Potenzreihe.

Beweis (Anwendung des Majorantenkriteriums):
Eindeutigkeit: Angenommenr1; r2 erfüllen (i) und (ii) mit r1 < r 2. Dann gilt r1 < r 1 + r 2

2 <
r2. Dann gilt für r 1 + r 2

2 (i) wegen r2 und (ii) weil r1 < r 1 + r 2
2 . Somit r1 = r2.

Existenz: Sei M := f y 2 R :
P 1

n =0 jan jyn konvergent ^ < � 0g 3 0. M 6= ; , weil 0 2 M .
Somit existiert supM (in R [ f1g ). r := sup M; 0 � r � 1 . Wir zeigen: r erfüllt (i) und
(ii).

(i) (Für r = 0 gilt (i).) Angenommen r > 0. Seix 2 R mit jx � aj < r . Setzey := jx � aj,
alsoy < r . y 9y1 mit y < y 1 < r . Hieraus folgt: ja0

n ; yn j = jan j � yn
1 � qn ; q := y

y1
< 1:

y1 2 M existiert, weil r = sup( M ) 2 M , d.h.
P

an yn
1 konvergiert y (an yn

1 ) �
Nullfolge. Dann ist (an yn

1 ) beschränkt. Seic := kan yn
1 k. c 2 R. Da

P
c�qn konvergent

(weil q < 1) und jan yn j < c � qn y Majorantenkriterium:
P

jan � yn j � konvergent,
also:

P
an � yn � absolut konvergent,

P
an (x � a)n .

(ii) Sei r < 1 und x 2 R mit jx � aj > r . Dann gibt es y1 mit jx � aj > y 1 > r . Somit
jan yn

1 j = jan j � j x � aj � qn
1 ; q1 := y1

j x � aj < 1. Wäre
P

an (x � a)n konvergent, dann
wäre (an � (x � a)n ) Nullfolge und somit beschränkt. Da q1 < 1, wäre dann

P
jan yn

1 j
konvergent. Widerspruch, weil r = sup M und y1 > r .
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Berechnung des Konvergenzradius
Sei (an ) eine beschränkte Folge.limn !1 supan = limn !1 an der gröÿte Häufungspunkt der
Folge (an ).

Sei an := supf ak : k � ng. an � an +1 und beschränkt y lim an = liman .

(( � 1)n + 1
n ) nicht konvergent (� 1; +1) (1 + 1

2n )( � 1 + 1
2n +1 )

Satz 17.3. Es sei
P

an (x � a)n eine Potenzreihe mit dem Potenzradiusr . Dann gilt:

(i) Ist die Folge
�

n
p

jan j
�

unbeschränkt, dann istr = 0 .

(ii) Ist
�

n
p

jan j
�

eine Nullfolge, dann ist r = 1 .

(iii) Ist
�

n
p

jan j
�

beschränkt, dann gilt:

r =
1

limn !1 sup n
p

jan j

Beispiele:
1.)

P 1
n =0 n � xn ( n

p
n) n

p
n ! 1

r = 1
1 = 1 lim n !1 sup n

p
n = 1

2.) an =

(
2� n : n ungerade
2n : n gerade

n
p

jan j =

(
2� 1 = 1

2 : n ungerade

2 : n gerade
r = 1

lim sup 2 = 1
2

Satz 17.4. Sei
P 1

n =0 an (x � a)n eine Potenzreihe mit Konvergenzradiusr > 0. Dann ist für
jedes0 < � < r die Potenzreihe in [a � �; a + � ] gleichmäÿig konvergent.

Beweis:

a � ra + r a

x0

Sei � mit 0 < � < r gegeben. Dann ist fürx0 := a + � ist
P

jan � (x0 � a)n j < 1 (17.2,(i)).
Für x mit jx � aj < � gilt: jan � (x � a)n j = jan j � j x � ajn � j an j � � n . Nach Äquivalenzkriterium
(16.7) ist

P
ja0

n ; (x � a)n j konvergent.

Satz 17.5. Voraussetzung wie in Satz 17.4. Die (Grenzfunktion)f : Ur (a) ! R ; f (x) :P 1
n =0 an (x � a)n ist di�erenzierbar und es gilt f 0(x) =

P 1
n =1 n � an � (x � a)n � 1 8x 2 Ur (a).

Beweis:P
n � an � (x � a)n � 1 ist eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradiusr .

� r = 1 , d.h. n
p

jan j ist Nullfolge , n
p

n � jan j Nullfolge ist.

� r = 0 , d.h. n
p

jan j ist unbeschränkt , n
p

n � jan j unbeschränkt ist.
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� 0 < r < 1 : lim n
p

jan j = lim n
p

n � jan j
�

= n
p

n
! 1

� n
p

jan j
�

Nach 16.7 auf Seite 55 und 17.4 darf summandenweise di�erenziert werden.

Folgerung 17.6. Jede Potenzreihe (mit Konvergenzradiusr > 0) ist beliebig oft di�erenzier-
bar. Man erhält die Ableitungen durch gliedweises Di�erenzieren.

Beweis (Induktion):
Mittels 17.5

Satz 17.7 (Eindeutigkeit). Gilt

f (x) =
1X

n =0

an (x � a)n ; r1 > 0

f (y) =
1X

n =0

bn (x � a)n ; r2 > 0:

Dann gilt an = bn 8n und r1 = r2. �

Beweis (Induktion):
1
k! f

(k ) (x) =
P 1

n = k

� n
k

�
an (x � a)n � k . Somit gilt 1

k! f
(k ) (a) = an = bn

De�nition 17.8 (Taylor-Reihe). Es sei a 2 R und D eine Umgebung vona. Gegeben sei
f : Abb(D; R) beliebig oft di�erenzierbar in a.

(i) Die Potenzreihe
P 1

n =0
1
n ! f

(n ) (a)(x � a)n heiÿt Taylor-Reihe von f in a.

(ii) Konvergiert die Taylor-Reihe von f in U" (a) und gilt f (x) =
P 1

n =0
1
n ! f

(n ) (a)(x � a)n ,
dann heiÿt f analytisch in a.

Ist f Summe einer Potenzreihe ina mit r > 0, dann ist diese Potenzreihe gleich der Taylor-
reihe von f in a (folgt aus 17.7).

Ÿ 18. Elementare Funktionen

Polynome, Rationale Funktionen, Wurzelfunktionen, Umkehrfunktionen

Exponentialfunktion ex

De�nition 18.1.

exp : R ! R; exp (x) :=
1X

n =0

xn

n!

(1) (exp(x))0 = exp( x)

(2) exp(0) = 1; exp(1) = e

(3) 0 < exp(x) < 1 : x 2 (�1 ; 0); 1 < exp(x) < 1 : x 2 (0; + 1 ) (folgt aus (1) und
Zwischenwertsatz)

� TODO: Dieser Satz ist wohl nicht gerade eindeutig zu versteh en . . . Verbesserungsvorschläge gesucht!
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(4) exp ist streng monoton wachsend.

(5) lim x !1
x n

exp( x ) = 0 8n 2 N (weil exp(x) � 1
(n +1)! � xn +1 )

lim x !�1 xn � exp(x) = 0

(6) exp(x) � exp(� x) = 1 8x 2 R

(7) exp(x + y) = exp( x) � exp(y)

Beweis:
�

(ex � e� x )0 = ex � e� x + ex � (� e� x ) z.Z.: ex � e� x = 1

= 0

ex � e� x = k = e0 � e� 0 = 1 � 1 = 1

� Sei hy (x) := ex + y � e� x .

h0
y (x) = ex + y � e� x + ex + y � (� e� x ) = 0 y

hy (x) = ky ; hy (0) = ey

ex = ex + y � e� x j � ex

ex � ey = ex + y

Logarithmus

(ln x)

De�nition 18.2.
log : (0; + 1 ) ! R

log ist die Umkehrfunktion von exp

(1) log(exp(x)) = x 8x
exp(logx) = x 8x > 0

(2) (logx)0 = 1
x

(3) log 1 = 0; loge = 1

(4) logx < 0 : x 2 (0; 1)
logx > 0 : x > 1
log(R+) = R

(5) log ist streng monoton wachsend.

(6) lim x ! 0 � logx = 0
lim x !1

log x
x = 0

(7) log 1
x = � logx

logx � y = log x + log y

(8) log(1 + x)
P ( � 1) n � 1

n � xn ; x 2 (� 1; 1) x = � 1 divergent, x = 1 konvergent (-> Leibnitz)
ln 2 = 1 � 1

2 + 1
3 � 1

4
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Ÿ 18. Elementare Funktionen

Exponentialfunktion zur Basis a > 0, ax

De�nition 18.3. (a > 0) a exp : R ! R (ax )

a exp := exp(x � ln a)

(e exp(x) = exp(x);1 exp(x) :� 1)

(1) a exp(x)0 = (log a) �a exp(x)

(2) a exp 0 = 1; a log 1 = a

(3) a exp(R) = R +

ax := a exp(x)

Logarithmus zur Basis a

a > 0; a 6= 1 ; loga x

De�nition 18.4. a log : R + ! R + , a log ist die Umkehrfunktion von ax . loga(x) := a logx

loga (x) =
logx
loga

Beweis:
y = log a(x) , a expy = x , exp(y � loga) = x. Hieraus: y � loga = log(exp( y � loga)) = log x y
y log y

log a = log a (x)

loga(x)0 = 1
x � log a

Allgemeine Potenz xa(a 2 R; x > 0)

ida : R + ! R ; xa := x expa = ea� log x

(1) (xa )0 = a � xa� 1

(2) (1 + x)a =
1P

n =0

� a
n

�
xn mit

� a
n

�
:=

(
1 : n = 0
(a� 0)( a� 1) ::: (a� n +1)

n ! : n 2 N

Sinus, Cosinus

sinx; cosx

De�nition 18.5.

cos :R ! R; cosx :=
n = 0

1
(� 1)n x2n

(2n)!

sin : R ! R; sinx :=
1X

n =0

(� 1)n x2n +1

(2n + 1)!

1� 1

1

� 1

x
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Kapitel V. Folgen und Reihen von Funktionen

(1) cos0 = � sinx; sin0 = cos

(2) Di�erentialgleichung für sin und cos: f 00+ f = 0

(3) sin(x + y) = sin x � cosy + cosx � siny
cos(x + y) = cos x � cosy � sinx � siny

� := das kleinste positivex > 0 so dasssinx = 0 .

Tangens, Cotangens

De�nition 18.6.

tan x :=
sinx
cosx

; cot x :=
cosx
sinx

(1) (tan x)0 = 1
cos2 x = 1 + tan 2 x

cot0x = � 1
sin 2 x = � (1 + cot 2 x)

Zyklometrische Funktionen

arccosx := [ � 1; +1] ! [0; � ]

arcsinx := [ � 1; +1] ! [� �
2 ; �

2 ]

arctan x := R ! [� �
2 ; �

2 ]

arccotx := R ! [0; � ]

Dies sind die Umkehrfunktionen voncosj[0;� ]; sinj[� �
2 ; �

2 ]; tan; cot.

arcsin0x =
1

p
1 � x2

arctan0x =
1

1 + x2

sin(arcsinx) = x

cos(arcsinx) � arcsin0x = 1

arcsin0x =
1

cos(arcsinx)
(sin2 x � cos2 x = 1)

=
1

vu
u
u
u
t

1 � sin2(arcsinx)
| {z }

sin(arcsinx)
| {z }

x

� sin(arcsinx)
| {z }

x

=
1

p
1 � x2
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Kapitel VI: Integralrechnung
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Dieses Kapitel wurde im WS 2000/2001 gelesen.

Ÿ 19. Das Riemann-Integral

Sei I ein Intervall mit I 6= ; und jI j < 1 .

De�nition 19.1 (Treppenfunktion). Eine Funktion f 2 Abb( I; R) heiÿt Treppenfunkti-
on auf I , wenn

(19.1) I = I 1 [ � � � [ I r ; r 2 N mit I i \ I j = ; (i 6= j ); I i 6= ; ; i = 1 ; : : : ; r

und f jI � ist konstant, � = 1 ; : : : ; r .

Beispiel:

1

2

� 1
x1 x2 x3 x4 x5

b

I = ( x1; x5].
I 1 = ( x1; x2); I 2 = f x2g; I 3 = ( x2; x3); I 4 = [ x3; x4); I 5 = f x4g; I 6 = ( x4; x5]

T (I ) � Menge aller Treppenfunktionen über I
f 2 T (I ) ) Bild( f ) ist endlich. ( gilt nicht.
Die Zerlegung (19.1) heiÿt zu f passend .

Lemma 19.2. Es seien f; g 2 T (I ). Dann gibt es eine Zerlegung vonI , die für f und g
passend ist.

Beweis:
Es seiI =

S r
� =1 I � passend fürf und I =

S s
� =1 I 0

� passend fürg. Dann ist I =
S

f I � \ I 0
� j1 �

� � r; 1 � � � s; I � \ I 0
� 6= ;g eine Zerlegung passend fürf und g.
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Kapitel VI. Integralrechnung

Satz 19.3. Es seienf; g 2 T (I ) und � 2 R. Dann gilt:

(i) f + g 2 T (I ); � � f 2 T (I )

(ii) f � g 2 T (I )

(iii) jf j 2 T (I )

(iv) max(f; g ); min( f; g ) 2 T (I ).

Beweis:
Unter Verwendung von 19.2.

jI j � Länge des Intervalls I

De�nition 19.4. Sei f 2 T (I ) und I =
S r

� =1 I � eine zu f passende Zerlegung. Dann heiÿt

Int I (f ) :=
rX

� =1

f (I � ) � j I � j

Integral von f über I .

Lemma 19.5. Int I (f ) ist unabhängig vonI =
S r

� =1 I � .

Beweis:
rX

� =1

f (I � ) � j I � j =
rX

� =1

sX

� =1

f (I ��=
I
� \

I
�

) � j I �� j =
sX

� =1

rX

� =1

f (I �� ) � j I j �� =
sX

� =1

f (I � ) � I �

Beispiele 19.6.

1.) I = [ a; b]; f := ĉjI : Int I (f ) = c � (b � a)

2.) I = [0 ; 1]; f n : I ! R ; x ! 1
n [n � x]�

Int I (f n ) = n � 1
2n ! 1

2 ; n ! 1

3.) I = [0 ; 1]; gn : I ! R ; gn (x) = f n (x) + 1
n

Int I (gn ) = n +1
2n ! 1

2

4.) f n (x) � id(x) � gn(x)

Lemma 19.7. Es seienf; g 2 T (I ) und � 2 R. Dann gilt:

(i) Int I (f + g) = Int I (f ) + Int I (g)

(ii) Int I (� � f ) = � � Int I (f )

(iii) f (x) � g(x) ) Int I (f ) � Int I (g)

(iv) j Int I (f )j � Int I (jf j)

(v) Sind J1; J2 Intervalle, J1 \ J2 = ; ; J1 [ J2 ist ein Intervall, dann gilt Int J 1 [ J 2 (f ) =
Int J 1 (f ) + Int J 2 (f )

� Beachte: [ ] bezeichnet die Gröÿte-ganze-Zahl-Funktion, vgl. S. 27.
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Ÿ 20. Der Hauptsatz der Di�erential- und Integralrechnung

De�nition 19.8. Eine Funktion f 2 Abb( I; R) heiÿt Riemann-integrierbar (kurz: R-
Integrierbar oder nur integrierbar ), wenn

8" > 09f 1; f 2 2 T (I )[f 1 � f � f 2 ^ Int I (f 2 � f 1) < " ]

R ist die Menge aller R-integrierbaren Funktionen.

T (I ) (
id( x )

R(I ) (

f (x )=

8
><

>:

1 : x 2 Q

0 : x =2 Q

B

Satz 19.9 (Raum R(I )). Lemma 19.7 auf der vorherigen Seite gilt auch fürR(I )

De�nition 19.10. Ist f 2 R (I ), dann heiÿt die Zahl supf Int i (f 1)jf 1 2 T (I ); f 1 � f g (die
gleich der Zahl inf f Int I (f 1)jf � f 1g ist) Integral von f über I und wird mit

Z

I
f (x)dx =

Z b

a
f (x)dx; I = ( a; b)

bezeichnet.

Satz 19.11. Es sei (f n )n 2 N eine Folge in R(I ), die gleichmäÿig gegenf 2 Abb( I; R) konver-
giert. Dann gilt:

(i) f 2 R (I )

(ii)
R

I f (x)dx
�
=

R
I limn !1 f n (x)dx

�
= lim n !1

R
I f n (x)dx

Folgerung 19.12. Es sei (f n )n 2 N eine folge in R(I ) und
P 1

n =1 f n gleichmäÿig konvergent.
Dann gilt:

X
f n 2 R (I ) und

1X

n =1

Z

I
f n (x)dx =

Z

I

1X

n =1

f n (x)dx

Beweis:
Gegeben" > 0. Sei "0 := min f "

2 ; "
4�j I j+1 g. "0 > 0. kf � f n kI ! 0. Somit gibt es n0 mit

kf � f n 0 kI < " 0. Aus f n 2 R (I ) folgt, dass f (n 0 )
1 ; f (n 0 )

2 2 T (I ) mit f (n 0 )
1 � f n 0 � f (n 0 )

2 mit
Int I (f (n 0 )

2 � f (n 0 )
1 ) < " 0 exisitieren. Sei f 1 := f (n 0 )

1 � "0; f 2 := f (n = )
2 + "0. Int I (f 2 � f 1) =

Int I (f (n 0 )
2 � f (n 0 )

1 ) + 2 � "0� j I j � "0+ 2 � "0 � j I j � "
2 +

0E
2 = " � f 1 � f � f 2. Somit gilt f 2 R (I ).

Weiterhin gilt
�
�
�
�

Z

I
(f � f n )dx

�
�
�
�

! 0

�
Z

I
jf � f n jdx � k f � f n kI

! 0
� j I j ! 0

Z

I
f dx = lim

Z

I
f n dx

Ÿ 20. Der Hauptsatz der Di�erential- und
Integralrechnung

Es seif 2 R (I ) und c 2 I . Wir können de�nieren:

F : I ! R ; F (x) :=

( R
[c;x ] f (x)dx : c � x

�
R

[x;c ] f (x)dx : x < c
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F ist wohl-de�niert, weil f 2 R (I ); J � I [ f jJ 2 R (J ).
Für I = [ a; b] sei

Ra
b f dx := �

Rb
a f dx. Somit gilt:

(20.1) F (x) =
Z x

c
f (x)dx; x 2 I

Für x1; x2; x3 2 I gilt: Z x 3

x 1

f dx =
Z x 2

x 1

f dx +
Z x 3

x 2

f dx

F heiÿt unbestimmtes Integral von f über I .

Satz 20.1 (Eigenschaften der unbestimmten Integrale). Sei I ein Intervall mit 0 <
jI j < 1 , c 2 I und f 2 R (I ).

Dann hat F von (20.1) folgende Eigenschaften:
F 2 Abb( I; R)

(i) F ist gleichmäÿig stetig auf I (I braucht nicht abgeschlossen zu sein). (Siehe Ÿ 12 ab
S. 36)

(ii) In jedem x0 2 I in dem f stetig ist, ist F di�erenzierbar und es gilt F 0(x0) = f (x0).

Beweis:
(i) Für x; y 2 I gilt jF (x) � F (y)j =

�
�Rx

t f (t)dt �
Ry

c f (t)dt
�
� =

�
�
�
Rx

y f (t)dt
�
�
� � k f kI � jx � yj.

Somit kann für " > 0 � := "
kf k I

> 0 gewählt werden.

(ii) Sei f in x0 stetig. Wir betrachten den Di�erentenquotient:

F (x) � F (x0)
x � x0

=
1

x � x0

� Z x

c
f dt �

Z x 0

c
f dt

�
=

1
x � x0

Z x

x 0

f dt =

=
1

x � x0

� Z x

x 0

f dt +
Z x

x 0

(f (t) � f (x0)) d t
�

= f (x0) + r (x) mit

r (x) =
1

x � x0

Z x

x 0

(f (t) � f (x0)) d t

�

Wir wollen zeigen, dassr (x) ! 0 für x ! x0.

Sei " > 0. Dann existiert � > 0 mit jx � x0j < � ) j f (x) � f (x0)j < " (weil f stetig in
x0). Somit gilt: kf � f (x0)kU� (x 0 ) \ I � " .

r (x) =
1

x � x0

Z x

x 0

(f (x) � f (x0)) d t

jr (x)j =

�
�
�
�

1
x � x0

�
�
�
� �

�
�
�
�

Z x

x 0

f � f (x)dt

�
�
�
�

�

�
�
�
�

1
x � x0

�
�
�
� �

Z x

x 0

jf � f (x0)j dt

�

�
�
�
�

1
x � x0

�
�
�
� �

Z x

x
kf � f (x0)kdt

�
1

x � x0
kf � f (x0)k � jx � x0 j

� k f � f (x0)k

� So, nun kommt eine Stelle im Beweis, an der ich ho�entlich nic hts vergessen habe ;-) Jedenfalls schrieb Dr. Herr-
mann da einiges an die Tafel, strich einen Teil wieder weg und setzte neu zum Beweis an. Wenn was fehlt !
bitte melden. -tv
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Ÿ 20. Der Hauptsatz der Di�erential- und Integralrechnung

� f � f (x0) = r (x)
j� f � f (x0)j = jr (x)j � j x � x0 j < � ) k f � f (x0)kU� (x 0 ) \ I < "

Satz 20.2. Es sei I ein kompaktes Intervall undI 6= ; . Dann gilt:

C(I ) � R (I )

d.h. alle stetigen Funktionen sind integrierbar.

Beweis:
Sei f 2 C(I ). Wir konstruieren eine Folge (f n ) von Treppenfunktionen auf I , die gleichmäÿig
gegenf konvergiert. Nach Satz 19.2 auf Seite 63 ist dannf integrierbar.

Ia

a + 1
n (b � a)

� � �
b

a + n
n (b � a)

Wähle für jedes k 2 f 1; : : : ; ng ein � k 2 (a + k � 1
n (b� a); a + n

n (b� a)] =: I k . Sei

f n (x) :=

(
f (a) : x = a

f (� k ) : x 2 I k

f n 2 T (I ). Wir zeigen kf n � f kI ! 0. f ist gleichmäÿig stetig in I = [ a; b], weil I kompakt,
d.h. 8" > 09� > 0(jx � x0j < � ) j f (x) � f (x0)j < " ).

Gegeben sei" > 0. Wähle dann ein � > 0. Sei n0 so groÿ, dassb� a
n 0

< � . Somit gilt für
x 2 (xk ; xk+1 ) jx � � k j < � y jf (x) � f (� k )j < " .

Somit jf (x) � f n 0 (x)j < " für alle x 2 I . Das heiÿt kf � f n 0 kI ! 0.

Hinweis: Ist I nicht leer, aber beschränkt, dann gilt C(I ) \ B (I ) � R (I ).

Folgerung 20.3. Sei f 2 C([a; b]) mit a < b und n 2 N. Gegeben seien Zahlen� (n )
1 ; � (n )

2 ; : : : ; � (n )
n

mit � (n )
k 2

�
a + k � 1

n (b� a); a + k
n (b � a)

�
. Dann gilt:

1
b� a

Z b

a
f (x)dx = lim

n ! 0

nX

k=1

f (� (n )
k )

1
b� a

Rb
a f (x)dx heiÿt Integralmittelwert von f in [a; b].

Satz 20.4 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Sei f 2 C([a; b]) mit a < b. Dann gibt
es (mindestens) ein� 2 [a; b] mit 1

b� a

Rb
a f (x)dx = f (� ).

Beweis:
Da f stetig auf einem kompakten Intervall ist, existierenmax f ([a; b]) =: M und min f ([a; b]) =:
m. Wegen der Monotonie des Integrals giltm � (b� a) �

Rb
a f (x)dx � M . (b� a)

m � 1
b� a

Rb
a f (x)dx � M

Nach dem Zwischenwertsatz gilt 1
b� a

Rb
a f (x)dx = f (� ) für ein � 2 [a; b].

De�nition 20.5 (Stammfunktion). Sei I ein Intervall mit jI j > 0 und f; F 2 Abb( I; R).
Ist F di�erenzierbar und gilt F 0 = f , dann heiÿt F Stammfunktion von f .
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Bemerkung: Sind F und G Stammfunktionen von f , dann gilt F (x) = G(x) + C.
0 = F 0 � G0 = ( F � G)0 y F � G ist konstant.

Satz 20.6 (Hauptsatz der Di�erential- und Integralrechnun g). Sei I = [ a; b]; a < b
und f 2 C(I ). Dann gilt:

(i) f besitzt eine Stammfunktion.

(ii)
Z b

a
f (x)dx = G(b) � G(a) =: G(x)

�
�
�
b

a
, für G � Stammfunktion von f .

Beweis:
(i) Aus 20.2 auf der vorherigen Seite folgt, dassf integrierbar ist. Aus 20.1,(ii) folgt: Das

unbestimmte Integral ist in jedem Punkt di�erenzierbar und es gilt
� Rx

c f (x)dx
� 0

= f (x).
Das heiÿt: Das unbestimmte Integral ist eine Stammfunktion für f .

(ii) F (b) � F (a) =
Rb

c f (x)dx �
Ra

c f (x)dx =
Rb

a f (x)dx. Da G Stammfunktion gilt G(x) =

F (x) + C. Somit G(b) � F (a) =
Rb

a f dx

Tabelle 20.7 (Funktionen und Stammfunktionen).

f : I ! R ; x ! f (x) mit f (x) := De�nitionsintervall(e) I Stammfunktion F : I ! R ; F (x) :=

xn (n 2 N 0) R 1
n +1 xn +1

x � n (n 2 N; n � 2) (�1 ; 0); (0; + 1 ) 1
� n +1 x � n +1

x � 1 = 1
x (�1 ; 0); (0; + 1 ) ln( jxj)

xa(a 2 R; a 6= � 1) (0; 1 ) 1
a+1 xa+1

1
1+ x 2 R arctan x

1p
1� x 2 (� 1; 1) arcsinx
ex R ex

ax ; a > 0; a 6= 1 ( ax = ex � ln a) R 1
ln a � ax

cosx R sinx
sinx R � cosx

1
cos2 x (= 1 + tan 2 x) R tan x

1
sin 2 (= 1 + cot 2 x) (k�; (k + 1) � ); k 2 Z � cot x

coshx R sinhx
sinhx R coshx

Satz 20.8 (Partielle Integration). Sei I = [ a; b] mit a < b und f; g stetig di�erenzierbar.
Dann gilt:

Z b

a
f 0(x)g(x)dx = f (x) � g(x)

�
�
�
b

a
�

Z b

a
f � g0dx

Beweis:

f � g ist Stammfunktion von f 0 � g + f � g0, f (x) � g(x)jba =
Rb

a (f 0g + fg 0)dx. Aus der Linearität
des Integrals folgt der Satz.
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Ÿ 21. Integration rationaler Funktionen

Beispiel:
Sei x > 1. Man berechne

Z x

1
ln xdx =

Z x

1
1
f 0

� ln x
g

= x � ln x
�
�
�
x

1
�

Z x

1
f � g0dx

= x � ln x
�
�
�
x

1
�

Z x

1
x �

1
x

dx

= x � ln x
�
�
�
x

1
�

Z x

1
1dx

= x � ln x � 1 ln 1 � (x � 1)

= x � ln x � x + 1

Satz 20.9 (Substitutionsregel). Seien I = [ a; b]; a < b; J = [ �; � ]; � < � und f : I ! R
stetig und ' : J ! R stetig di�erenzierbar und ' (J ) � I .

Dann gilt Z ' ( � )

' ( � )
f (x)dx =

Z �

�
f � ' (x) � ' 0(x)dx

Beweis:
Sei F Stammfunktion von f . Dann gilt:

(F � ' )0(x) = ( F 0 � ' )(x) � ' 0(x)

= ( f � ' )(x) � ' 0(x)

Also ist F � ' (x) Stammfunktion von (f � ' )(x) � ' 0(x). Nach dem Hauptsatz (20.6) gilt:

Z �

�
(f � ' )(x) � ' 0(x)dx = ( F � ' )(x)

�
�
�
�

�
= F (' (� )) � F (' (� )) =

Z ' ( � )

' ( � )
f (x)dx

Ÿ 21. Integration rationaler Funktionen

Eine rationale Funktion hat die Gestalt

(21.1)
an xn + an � 1xn � 1 + � � � + a0

bm xm + bm � 1xm � 1 + � � � + b0
(an 6= 0 ; bm 6= 0) :

Es soll von (21.1) eine Stammfunktion bestimmt werden.

Fall 1 (Polynom). Ist f ein Polynom, de�niert durch

f (x) :=
nX

k=0

an (x � a)k ;

dann ist

F (x) =
nX

k=0

ak

k + 1
(x � a)k+1

eine Stammfunktion von f .
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Fall 2 (einfache Potenz im Nenner).

f (x) = ( x � a) � n =
1

(x � a)n x 2 R n f ag; n 2 N

Dann ist

F (x) =

(
ln jx � aj : n = 1

1
� n +1 (x � a) � n +1 : n > 1

Stammfunktion von f .

Fall 3a (Potenz eines Quadrates im Nenner). Sei

f 0
n (x) :=

1
(x2 � 2�x + 
 )n =

1
((x � a)2 + 
 + � 2)n

mit �; 
 2 R; 
 > a 2.
Dann ist für n = 1

F1(x) =
1

p

 � � 2

arctan
x � a

p

 � � 2

Ist Fn Stammfunktion für f n , dann ist

Fn +1 (x) :=
1

2n(
 � � 2)
((x � � )f n (x) + (2 n � 1)Fn (x))

eine Stammfunktion von f n +1 .

Beweis:

F 0
1(x) =

1
p


 � � 2
�

1

1 +
�

x � �p

 � � 2

� 2 �
1

p

 � � 2

=
1


 � � 2 �

 � � 2


 � � 2 + ( x � � )2 = f 1(x)

F 0
n +1 (x) =

1
2n(� � � 2)

((x � � ) � f 0
n (x) + f n (x) + (2 n � 1) � f n (x))

=
1

2n(
 � � 2)
�
�

(x � � )( � n)(2x � 2� ) + ( x2 � 2�x + 
 ) � 2n
(x2 � 2�x + 
 )n +1

�

=
1

� n (� � � 2)
�

 
� 2n

�
(x � � 2) � (x � � )2 � (x � � )2 � 
 + � 2

�

(x2 � 2�x + 
 )n +1

!

=
1

2n(
 � � 2)
�

2n(
 � � 2)
(x2 � 2�x + 
 )n +1 = f n +1 (x)

�

Fall 3b (Potenz eines Quadrates im Nenner, mit x im Zähler). Sei

f (x) :=
x

(x2 � 2�x + 
 )n

mit 
 > � 2.

� Sicher???
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Dann ist

F (x) :=

(
1
2 log(x2 � 2�x + 
 ) + � � F1(x) : n = 1

1
2� 2n f n � 1(x) + � � Fn (x) : n � 1

einse Stammfunktion von f , wobei f n � 1 und Fn die Funktionen aus Fall 3a sind.

Beweis:

f (x) =
x

x2 � 2�x + 


=
x � a

x2 � 2�x + 

+ �

1
x2 � 2�x + 


[Substituiere h(x) := x2 � 2� + 
; h 0(x) = 2 x � 2� . x � �
x 2 � 2�x + 
 = h0(x )

2h(x ) = 1
2 ln jh(x)j.]

f (x) =
x

(x2 � 2�x + 
 )n =
1
2

2x � 2�
(x2 � 2�x + 
 )n +

�
(x2 � 2�x + 
 )n

[ h(x) = ( x2 � 2�x + 
 ) ]

f (x) =
1
2

h0(x)
hn (x)

+ � � f n (x)

F (x) =
1

2n + 2

�
h� n +1 � 0

+ �F n (x) =
1

(2 � 2n)
� f n � 1(x) + � � Fn (x)

Partialbruchzerlegung

Satz 21.1 (Division mit Rest). Es seien P; Q Polynome mit Q 6= 0 und Grad(P) >
Grad(Q). Dann gibt es PolynomeS und R mit

P = S � Q + R und Grad R < Grad Q :

Somit erhalten wir
P
Q

=
S � Q + R

Q
= S +

R
Q

:

Beweis:

P = S � Q + R

P = S0 � Q + R0

R � R0 = ( S0 � S) � Q

Grad(R � R0) < Grad Q y S � S0 = 0 y R � R0 = 0

P(x) = an xn + � � � + a0 an 6= 0

Q(x) = bm xm + � � � + b0 bn 6= 0

Es gilt n � m.
Sei S1 := an

bm
� xn � m und P(x) = S1 � Q + P1; P1 = P � S1Q.

an xn

Grad P1

=
<

an

bm
xn � m � bm xm

Grad P

Gilt Grad P1 � Grad Q, dann wiederhole die Rechnung, bisGrad Pn < Grad Q.
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Satz 21.2 (Abspaltung eines Pols). Es seienP und Q Polynome mit Q 6= 0 und Grad P <
Grad Q. Sei a Nullstelle von Q, genauer

Q(x) = ( x � a)r � Q?(x) mit r � 1 und Q?(a) 6= 0 :

Dann gibt es (eindeutig bestimmte) ZahlenA1; : : : ; A r (2 R) und ein eindeutig bestimmtes
Polynom P?(x) mit

P(x)
Q(x)

=
A r

(x � a)r +
A r � 1

(x � a)r � 1 + � � � +
A1

(x � a)
+

P?(x)
Q?(x)

Satz 21.3 (Abspalten eines konjugiert-komplexen Pols). Es seienP und Q Polynome
mit Q 6= 0 und Grad P < Grad Q. Es gelte: Q(x) = ( x2 � 2�x + 
 )s � Q?(x); x2 � �x + 
 ist
kein Teiler von Q?(x) (d.h. s ist maximal), s 2 N ; �; 
 2 R und � 2 < 
 .

Dann gibt es (eindeutig bestimmte) ZahlenB1; : : : ; Bs ; C1; : : : ; Cs und ein eindeutig bestimm-
tes Polynom P? und Grad P? < Grad Q?, so dass

P(x)
Q(x)

=
Bsx + Cs

(x2 � 2�x + 
 )s +
Bs� 1x + Cs� 1

(x2 � 2�x + 
 )s� 1 + � � � +
B1x + C1

(x2 � 2�x + 
 )1 +
P?(x)
Q?(x)

Stammfunktion einer rationalen Funktion

GegebenP (x )
Q(x ) , P; Q Polynome, Q 6= 0

1.)
P
Q

= S +
P0

Q
mit Grad P0 < Grad Q (Satz 21.1 auf der vorherigen Seite)

2.) Q(x) = q � (x � a1)p1 � � � � � (x � a1)pk � (x2 � 2� 1x + 
 1)r 1 � � � � � (x2 � 2� l x � 
 l )r l

q; a1; : : : ; ak 2 R; p1; : : : ; pk 2 N
� 1; : : : ; � l ; 
 1; : : : ; 
 l 2 R; � 2

i < 
 i ; i = 1 ; : : : ; l; r 1; : : : ; r l 2 N.

3.)

P(x)
Q(x)

=
P(x)

q � Q0(x)
=

21.2
21.3

Ap1 ;1

(x � q1)p1
+ � � � +

A1;1

(x � q1)1 +
Ap2 ;2

(x � a2)p2
+

+
B r 1 ;1x + Cr 1 ;1

(x2 � 2� 1x + 
 1)r 1
+ � � � +

B1;1x + C1;1

(x2 � 2� 1x + 
 1)2 +

+ � � � +
B r l ;l x + Cr l ;l

(x2 � 2� l x + 
 l )r l
+ � � � +

B1;l x + C1;l

(x2 � 2� l x + 
 l )1

4.) Für S(x);
A

(x � a)2 ;
Bx

(x2 � 2�x + 
 ) l ;
C

(x2 � 2�x + 
 ) l können die Stammfunktionen bestimmt

werden.

Beispiel:
[Die Tafelanschrift war zu unübersichtlich, als dass ich sie hier 1:1 übernehmen könnte. Der
Leser möge mir verzeihen, dass im Folgenden einiges ggf. unvollständig ist, vielleicht tut sich
da in den nächsten Tagen noch was. -tv]

P(x)
Q(x)

=
x5

x4 + 1
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1.) Division mit Rest:

x5 : (x4 + 1) = x
� (x5 + x)

� x
=)

x5

x4 + 1
= x �

x
x4 � 1

2.)

x4 + 1 = ( x2 + ax + b)(x2 + cx + d)

= x4 � cx3 + dx2

+ ax3 + acx2 + adx

+ bx2 + bcx+ bd
= x3 + ( a + c)

| {z }
0

x3 + ( d + b+ ac)
| {z }

0

x2 + ( ad + bc)
| {z }

0

x + bd|{z}
1

a + c = 0 a = � c b = 1
d + b+ ac = 0 d + b� a2 = 0 d = 1
ad + bc= 0 ad � ba= 0 a = �

p
2

b� d = 1 bd= 1 ! a 6= 0 ; d = b c = �
p

2

a =
p

2; b = 1 ; c = 1 ; d = �
p

2
Q(x) = ( x2 +

p
2x + 1)( x2 �

p
2x + 1)

3.)

�
x

x4 + 1
=

B1x + C1

x2 +
p

2x + 1
+

B2x + C2

x2 �
p

2x + 1
=

(B1x + C1)(x2 �
p

2x + l)
Q(x)

+
(B2x + C2)(x2 +

p
2x + 1)

Q(x)

=
B1x3 �

p
2B1x2 + B1x + C1x2 �

p
2C1x + C1

Q(x)
+

B2x3 +
p

2B2x2 + B2x + C2x2 +
p

2C2x + C2

Q(x)

=
� x

x4 + 1
=

x
Q(x)

B1 + B2 = 0
�

p
2B1 + C1 +

p
2B2 + C2 = 0

C1 + C2 = 0

B1 = � B2 2
p

2B2 = 0 B2 = 0 ; B1 = 0 C2 = 1
4

p
2

C1 = � C2 + 2
p

2C1 = +1 C1 = 1
2

p
2

=
p

2
4 = 1

4

p
2

P(x)
Q(x)

= x +
1
4

p
2

x2 +
p

2x + 1
+

1
4

p
2

x2 �
p

2x + 1Z
P
Q

dx =
Z

xdx �
1
4

p
2

Z
dx

x2 +
p

2x + 1
+

1
4

p
2

Z
dx

x2 �
p

2x + 1

=
1

2
x 2 �

1

2
arctan(

p
2x + 1) +

1

2
arctan(

p
2x � 1) + C

� � von Jana ergänzen -tv
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Nebenrechnung:

x2 +
p

2x + 1 =
1
2

�
x �

1
2

p
2
� 2

+
1
2

=
1
2

�
1 + 2( x �

1
2

p
2)2

�

=
1
2

�
1 + (

p
2x � 1)2

�

Z
dx

x2 �
p

2x + 1
= 2

Z
dx

(1 +
p

2x � 1)2
= 2

1
p

2
arctan(

p
2x � 1)

Beispiel:
[Same as above, nur schlimmer. -tv]

Z
x10 � x9 + x8 + x7 � 2x6 + 2 x4 + x3 + 5 x2 � x + 5

x8 � 2x4 + 1
dx

=?
x3

3
�

x2

2
+ x �

1
x � 1

�
1

x + 1
+

1
2(x2 + 1)

+ log
� �

�
�
�
x + 1
x � 1

�
�
�
� �

p
x2 + 1

�
+ C

=?? log jx + 1 j � log jx � 1j +
1
2

log(x2 + a)

NR: x8 � �x 4 + 1
x 4 = y
= y2 � 2y + 1 = ( y � 1)2 = ( x4 � 1)2 � (x2 + 1) 2(x2 � 1)2

Ÿ 22. Uneigentliche Integrale

De�nition 22.1 (Uneigentliche Integrale). Es sei I ein Intervall, f sei eine Funktion:
I ! R mit f j[�;� ]2 R ([�; � ]) für alle �; � 2 R mit [�; � ] � I .

f heiÿt uneigentlich integrierbar (über I ), wenn für ein 
 2 I

lim
� ! a
� 2 I

Z 


�
f (x)dx und lim

� ! b
� 2 I

Z �



f (x)dx

existieren.
Man schreibt dann

Rb
a f (x)dx, mit a; b : Ränder von I .

Beispiele 22.2. 1.)

I = ( �1 ; 1 ). Sei f (x) = 1
1+ x 2 .

R+ 1
�1

dx
1+ x 2 � existiert

dies?

Z �

�

dx
1 + x2 = arctan x

�
�
�
�

�
=

arctan � � arctan � �����!
� !1

� !�1

�
2

�
�

�
�
2

�
= �

arctan x
�
2

� �
2

2.)
Z 1

0

1
p

x
dx
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�

1p
x

1

1

2

Z 1

�

dx
p

x
= 2 x

1
2
�
�1

�
= 2 � 2 �

p
� ���!

� ! 0
2

3.)
Z 9

0

dx
3
p

x � 1
= lim

" ! 0

Z 1� "

0
f (x)dx + lim

" ! 0

Z 9

1+ "
f (x)dx

� 1

0 1 9

Z 1� "

0
f dx =

3
2

(x � 1)
3
2

�
�
�
1� "

0
=

3
2

3
p

(� " )2 �
3
2

(� 1)
2
3

| {z }
= � 3

2

���!
" ! 0

�
3
2

Z 9

1+ "
f dx =

3
2

(x � 1)
2
3

�
�
�
9

1+ "
= 6 �

3
2

3
p

"2 ���!
" ! 0

6

y
Z 9

0

dx
3
p

x � 1
= 6 �

3
2

= 4 1
2

4.)
Z +1

� 1

dx
x

1� 1

R+1
� 1

dx
x = ln( x)

�
�
�
+1

� 1
= 0 � 0 gilt nicht!

Z +1

� 1

dx
x

= lim
" ! 0
"> 0

�
Z � "

� 1

dx
x

+ lim
" ! 0
"> 0

Z 1

"

dx
x

! + 1

existiert nicht
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5.)
Z + 1

�1
sinxdx existiert nicht

0

1

� 1

� 1 �
Z 1

0
sinxdx � +1
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Ÿ 22. Anwendung der Substitionsregel

Anwendung der Substitutionsregel

Substitutionsregel:

(?)
Z ' (b)

' (a)
f (x)dx =

Z b

a
f (' (t)) � ' 0(t)dt

I =
Z b

a
e

p
x dx =

Z b

a
e

p
t dt

1.) I ist gleich der rechten Seite von (?)

f (x) = 2 x � ex ' (t) =
p

t

Z b

a
e

p
t dt =

Z b

a
2
p

t � e
p

t �
1

2
p

t
dt

Z p
b

p
a

2x
g
ex

f 0
dx = 2 xex

�
�
� �

Z
2ex dx

= 2 x � ex
�
�
� � 2ex

�
�
� = 2 ex (x � 1)

�
�
�

p
b

p
a

= 2 e
p

b
� p

b� 1
�

� 2e
p

a � p
a � 1

�

2.) I ist gleich der linken Seite von (?)

f (x) = e
p

x ' (t) = (ln t)2

I =
Z b

a
e

p
x dx =

Z b

a
f (x)dx

=
Z

e
p

(ln t )2
� 2 ln t �

1
t
dt

a = (ln t)2 p
a = ln t t = e

p
b

=
Z e

p
b

e
p

a
t �

1
t

� 2 � 1 � ln tdt = 2 + (ln t � 1)
�
�
�
e

p
b

e
p

a

= 2 e
p

b
� p

b� 1
�

� 2e
p

a � p
a � 1

�

[Es folgten noch Lösungen zum Übungsblatt -tv]

[Damit enden Kapitel VI und Kurs II. Rest folgt in separater D atei. -tv]
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Index

SymboleR
, 65p
a, 5

" -Umgebung, 8

A
Abb(N ; X ), 13
abgeschlossene Menge, 10
Ableitung, 41
absolut konvergent, 22
Abstand, 7
alternierend, 22
archimedisch geordneter Körper, 5
arithmetisches Mittel, 3
Asymmetrie, 1

B
Bernoulli sche Ungleichung, 3
beschränkt, 25

Folge, 13
Beschränktheit, 29
Betrag

für R n , 10
Bolzano-Weierstraÿ, 18

C
c, 14
C(I ), 47
c0, 15
Couchy-Folge, 19
Couchy-Kriterium, 19, 22

D
Danksagung, ii
Di�erenzenquotient, 41
Di�erenzialquotient, 41
di�erenzierbar, 41
Disclaimer, ii
divergent, 14
Division mit Rest, 71

E
Einschränkung, 28
Entwicklungssatz, 48
" -Umgebung, 8

Extremwerte
lokale, 49

F
Folge, 13
Folgenbedingung, 31
Fortsetzung

stetige, 33
Funktion

Treppen-, 63
Funktionsreihen, 55

G
geometrische Reihe, 22
geordnetes Mittel, 3
gleichmäÿige Stetigkeit, 39
Grenze, 4
Grenzwert, 14

H
Häufungspunkt, 9
harmonische Reihe, 21
Hauptsatz der Di�erential- und Integralrech-

nung, 68
Hausdorf, 8

I
In�mum, 4
Int I (f ), 64
Integral, 64, 65

unbestimmtes, 66
uneigentliches, 74

Integralmittelwert, 67
integrierbar, 65

Riemann, 65

K
Kettenregel, 32, 35, 42
Körper

archimedisch geordnet, 5
linear geordneter, 1

kompakte Menge, 38
Komposition, 28
konjugiert-komplexer Pol

Abspaltung eines �s, 72
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Kontakt, ii
konvergent, 14, 21

absolut, 22
Konvergenz

Norm, 54
punktweise, 53

Konvergenzradius, 57

L
l1 , 13
Leibnitz-Kriterium, 22
lim, 14
Limes, 14
linear geordneter Körper, 1
lineare Ordnung, 1
Linearität, 1

M
Majorantenkriterium, 23, 55
Maximum, 38
Menge

abgeschlossene, 10
kompakte, 38

Metrik, 7
Minimum, 38
Minurantenkriterium, 23
Mittel

arithmetisches, 3
geordnetes, 3

Mittelwert
Integral-, 67

Mittelwertsatz
der Integralrechnung, 67
Erster M. der Di�erentialrechnung, 45
Zweiter M. der Di�erentialrechnung, 46

monoton, 17
Monotone Funktion, 29

N
Norm, 13, 29
Norm-Konvergenz, 54
Nullfolge, 15

O
obere Grenze, 4
obere Schranke, 4
O�ene Menge, 9
o�ene Überdeckung, 39
Ordnung

lineare, 1

P
Partialsumme, 21

Pol
Abspaltung eines �s, 72
Abspaltung eines konjugiert-komplexen

�s, 72
Polynom, 32

Taylor-, 47
Polynome

Entwicklungssatz, 48
Potenzreihe, 57
Produktenregel, 42

Q
Quotientenkriterium, 24
Quotientenregel, 42

R
R-integrierbar, 65
rationale Funktion, 32
Raum

topologischer, 9
Re�exivität, 1
Reihe, 21

geometrische, 22
harmonische, 21
Potenz-, 57
Taylor-, 59

Rest
Division mit, 71

Restfunktion, 41
Restriktion, 28
Riemann-integrierbar, 65
Rolle, 44

S
Schranke

obere, 4
untere, 4

Schwarz sche Ungleichung, 3
Stammfunktion, 67
Stammfunktionen

Tabelle, 68
stetige Fortsetzung, 33
Stetigkeit, 30

gleichmäÿige, 39
Substitutionsregel, 69
Summe, 21
Supremum, 4

T
T (I ), 63
Tailor-Reihe, 59
Taylor-Polynom, 47
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Teilfolge, 17
topologischer Raum, 9
Transitivität, 1
Treppenfunktion, 63

U
Überdeckung, o�ene, 39
Umgebung, 8
Umkehrfunktion, 30, 37, 43
unbestimmtes Integral, 66
uneigentliche Integrale, 74
Ungleichung

Bernoulli sche, 3
Schwarz sche, 3

untere Grenze, 4
untere Schranke, 4

V
Verknüpfung, 28

W
Wurzel, 5
Wurzelkriterium, 24

Z
Zwischenwertsatz, 36
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