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Kapitel 1

Ausgewahlte numerische
Verfahren

§1 Berechnung von Polynomen, Hornersches Schema

2000-11-15

Aufgabe: Gegeben sei p(z) ein Polynom aus K und a € K (K — ein Korper). Es soll | kosten-
giinstig® (pa) berechnet werden.

Diese Aufgabe kann mit dem Hornerschen Algorithmus gelost werden.

Es sei p(x) gleich
A - 2"+ ap_1 2" a1z + ag
Man kann p(z) in der Form schreiben:

(...(((an x4+ an-1)x+an—2)) - x+---+a1) xz+ag
[ ———

al
ailllz
Definition 1.1
FEs seten
agll) = a,
a,(ll_),j = afﬁyﬂ —a+ap_,,v=1,...,n
Satz 1.2
Es gilt
1
af!) = p(a)
Beweis
(o) = o -0t a0 =i o -



Kapitel I: Ausgewéhlte numerische Verfahren

Satz 1.3 (Division mit Rest)
Teilt man p(x) durch (x — a), dann erhdlt man

p(z) = (z — a) - pi(z) + af)
pi(z) =) all) -2’
(1)

:agll) Ll Jragll)l ~xn72+~~+a1

Beweis

pla) = (a—a)-pi(a) +al" .
pla) = af

p(z) = (z — ) (agl) + aél)x + aél)x2 + aﬁll)x”_l) +a}
(1) (1)

:agl)~ac+a§1)~a:2+-~-+a£3)-x”—a-a1 —a-ay T

—as

(1).a.x2_...

_agll).a.xn_l_i'_ﬁ

= (a(()l) — Q- agl)) + (a§1) —Qa- aél)) x4+ (‘IS—)1 —a- a;”) iy +a£Ll) "

—a+az+-Fap_ 12" +a, "

A  Hornersches Schema

Qnp Gp—1 Ap—2 s ay Qo

+ + s + +

« — (0% a( ) [0 a/(l) a-a

n n—1 1

1 1 1 1 1
I P s

Beispiel
p = 5z° + 323 —22% + x

p 5 0 3 =2 1
xr=2

— 10 20 46 88 178

pi| 5 10 23 44 89 [178]

(x —2)(5z* + 1023 + 2322 + 442 + 89) Rest 178 nach Satz [[3]

B Das vollstandige Hornersche Schema

Gegeben p(z), o
p(x) =(x—a) p1(z) + aél) (Satz [L3)

Satz 1.4
Es gilt

P(e) = pia) = ()

VL vom 2000-11-15- mathe3/2001-02-27



§1 Berechnung von Polynomen, Hornersches Schema

Beweis

Beispiel
a 564 l’3 1.2 LEl I’O

8 12 —12 -9 +11
1| — -8 —4 16 -7

8 4 —16 7 =p(—1) = pO(-1)
-1 — -8 412

8 -4 -12 =p/(=1) = p(-1)
-1 — -8 12

8 —12 [0] =p"(-1) =p*(-1)
-1|— -8

8 |—20 = 1p®(-1)
—1 —

= W (1)

@t = 2 p(a)

Problem: Gegeben p(x) und o € K. Aufgabe: p(z) soll im Punkt « entwickelt werden.

p(z) = apz™ +a, 2" 4+ +ag
p(x) = bu(z — )" +b, 1 (z — )" +-
@), 9

s Ui

n

+b1(.’E—Oé)+b0

n! 1!
Beispiel
p(r) =2 a=1
pr)=alr —1)3+blx —1)2+c(x —1)+d
1 0 0 0
1] — 1 1 1
111 pPP(1)=0l-1=1
1] — 1 2
12 pM(1)=1-1=3
1] — 1
1 p@(1)=2-3=6
]_ -
p3(1)=3-1=6
a b c d

—a +b —c¢ +d
-1 3 -3 1

777

|
o
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Kapitel I: Ausgewéhlte numerische Verfahren

p(x) =an - 2" + ap_ 12"+ -+ a1z + ag
p(z) ist Linearkombination von 1, z,...,2"
1,x,22,... bilden eine Basis von K|[z]

C Cebysev-Polynome

Definition 1.5
Die durch die Polynome
To(z):=1
T(z) ==
Tot1(x) := 22T, (x) = Th—1(x), n=1,2,...
definierten Polynome T, heifien Cebysev-Polynome erster Art, und
Uo(l') =1
Ui(z) :=2x
Upi1(z) == 22U, (x) — Up—1(x), n=1,2,...

heifen Cebysev-Polynome zweiter Art.

Satz 1.6
T, (z) ist gleich

K

Beweis (Vollstindige Induktion)

(n=1) H:o T (x)

Il
N\
S =
N
[\
=}
&
—
3
—
&
SN—
I
K

Das Analogon zum Horn’schen Algorithmus fiir Polynome in der Cebysev-Darstellung heifit Clenshaw-
Algorithmus.

ag) = an

aﬁfﬂl =2 aag) +an_1

afjlo =2 aaﬁ}lm + Qn—y — aﬁfﬂwg, v=2...,n—1
agl) = agl) +ap — aél)

Gegeben sei

p(x) = an - Tn(x) + an—1 - Tho1(z) + -+ + aTo(2)

anp ap—1 ap—2 ... ay ag
P R 0

o 2.0y 2-0z-a$21 2~a-agl) a-a(ll)
a'y agllzl a522 . agl) p(z) = a((Jl)

4 VL vom 2000-11-15- mathe3/2001-02-27



§1 Berechnung von Polynomen, Hornersches Schema

Beispiel
5 T6+2-T5s+3-Ty—T5—4-T5+1T; —10-T,
5 2 3 —1 -4 1 =10
-5 _9 _1I
1 5009 14
2 2 4 8 16
e
5 5 1 |-%
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Kapitel I: Ausgewéhlte numerische Verfahren
§ 2 Interpolation und Quadratur

Definition 2.1 (Algebraische Interpolation)

Gegeben seien n+ 1 viele paarweise verschiedene Punkte xqg, 1, ..., T, € K, die wir als Stiutzstel-
len oder Knoten bezeichnen, und n + 1 viele Punkte yo,y1,-..,yn € K (die gleich sein konnen),
die wir Stitzwerte nennen.

Gesucht ist ein Polynom p von hdchstens dem Grad n mit p(xg) = yr, k =0,...,n.

Hinweis
Ohne die Forderung Grad(p) < n ist die Interpolation gar nicht oder nicht eindeutig 16sbar.

Beispiele

Lemma 2.2
Das Interpolationsproblem [2.1] hat hochstens eine Losung.

Beweis
Es seien p und ¢ Losungen. Sei r := p — ¢ und Grad(r) < n. r hat n + 1 viele Nullstellen.

r(i) = plai) —q(z:) =yi —y: =0,  i=0,...,n.

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra hat r hochstens n viele Nullstellen. Daraus folgt 7 = 0,
also p = q. O

A Existenzproblem des Interpolationsproblems [2.1]

Definition 2.3

Gegeben seien Punkte xg,x1,...,x, € K, alle paarweise verschieden. Dann bezeichnet man die
Polynome
L
ZV::H z v=0,...,n
: Ty —Tj
7:=0
J#V
als die zu den Knoten xq,...,x, gehorenden Lagrange- Grundpolynome.
r—x r—x r—x
I (x) = L 2 ... n
Ty —T1 Ty — X1 Ty — Tn
Klar:
1. 1, €11,

*I1,, ist die Menge aller Polynome n-ten Grades.

6 VL vom 2000-11-15- mathe3/2001-02-27



§ 2 Interpolation und Quadratur

0 :v#k

2. 1, =0, =
(k) b {1 v=k

Somit hat das Polynom p € II,, mit

p() =Yy () (2.1)
v=0

die Eigenschaft
p(xk):yk7 k:()a"'7n'

Satz 2.4
Das Interpolationsproblem [2.1] hat genau eine Lésung, die sich mittels der Lagrange-Polynome in
der Form

Z Yv - l,,(z)
v=0

darstellen lasst.

Beweis
Eindeutigkeit: Siehe Lemma [2.2] auf der vorherigen Seite; Existenz: Siehe vor Satz 2.4

Bemerkung
In der Sprache der linearen Algebra kann Satz [2.4] auch so formuliert werden:

Gegeben seien feste Stiitzstellen xg, ..., z,. Dann ist die Abbildung
n Yo
Ly : K" — 1L, Ln(g) = Zyulu(x)a y=
v=0
Yn
ein Vektorraumisomorphismus.

Es gilt

Ly(a-g+8-7)=a -Ly(§) + 5 Lo(¥)

Hausaufgabe:
3. Man zeige
lxé . x%
lzi ... a7
det _1 = H(xkij)
: k>j
le, ... xp

(Vandermode-Determinante)

4. Man schreibe das Polynom (2] in der Monomdarstellung.

mathe3/2001-02-27 — VL vom 2000-11-15 7
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Kapitel I: Ausgewéhlte numerische Verfahren

Definition 2.5 (Newton-Grundpolynome)

up(z) =1
uy(z) = (x —xp_1) ~up—1(z),v=1,...,n
d.h.
ul/(x) = (x - 1‘“_1)
p=1
=(@—xzo)(x—x1) - (x —2p_1)

Die Polynome u, heilen Newton-Grundpolynome.

Wir haben die Gleichungen:

Za,,~ul,(xk):yk u=0,1,...,n (2.2)
v=0
Die zu (2.2) gehérende Matrix (u, (1)), 0. hat die Gestalt
1 0
1 1 — 2o 0

T2 — T (332 - CUO)(xz - xl)

(z3 — 0) (T4 — T1)

1 zp—xo (zn—x0)(2h —21)
ist also eine Dreiecksmatrix.
Gegeben seien die Punkte Py = (20, Y0), ..., Pn = (Tn, Yn), wobei (z; # ;,1 # j)

Gesucht ist eine 6konomische Methode zur Berechnung der Koeflizienten «y, .. ., o, (fir die New-
tonschen Grundpolynome), so daf3

Z ()
v=0

das Interpolationspolynom fiir die Punkte Py, ..., P, ist.

Wiederholung;:
up(x) = 1
ur(z) = (z— o)
us(z) = (v —z0)(z—x1)
up(z) = (r—x0) - (z—x,)

8 VL vom 2000-11-22— mathe3/2001-02-27



§ 2 Interpolation und Quadratur

Idee: Fir Py; Py, P1; Py, P1, Ps; ... gibt es eindeutig bestimmte Interpolationspolynome pg, p1, ..., Pn

po(zr) = apz’ +...
pi(z) = azt4...
pa(z) = agx®+...
pr(x) = ana”™+...
Alle Zahlen ay, . ..,a, sind wohldefiniert (sie konnen auch gleich 0 sein).
Satz 2.6
Es gilt:
pn(x) = agup + a1uy + - -+ + anuy, (2.3)
Also ag = ag,...,0n = ayp.
Beweis

Da in nur u,(z) vom Grad n ist, ist «, der Koeffizient vor z™. Dies ist nach Definition aber
an, also gilt o, = ay,.

Da uy(2n—1) = 0 ist, gilt agug + -+ - + ap—1up—1 ist Interpolation fiir Py, ... P,_1. Wiederum ist
Up—1(x) vom Grad n — 1, daher gilt a,—1 = ap—1. O

Hinweis:

1. Wir sehen aus Satz (also a; = «;), dal mehr Stiitzpunkte die Anfangsdarstellung nicht
beeinflussen.

2. a; =a;(Py,P1,...,P;) i=0,...,n heiflen auch Leitkoeffizienten des Interpolationspoly-
noms der Punkte Py, ... P;

P; PiPiiq, PiPi1Pito
aO(-Pi); ai (PiPi+1)7 ag (Pipi+1Pi+2)

Lemma 2.7 (Berechnungsmethode fiir ag,a1,...a,)
Die Werte

ao(P;), a1(P;Piy1), a2(PiPiy1Piya)

haben die Eigenschaft

ap(P) = vy, 1=0,...,n
a—1(Pig1...Pigy) —a—1(Ps ... Pigy—1)

al(PiPiJrl . PiJrl) = - -
i+l — i

Hieraus kann a;(Py ... P;) rekursiv berechnet werden.

Beweis
Es sei p € M;_1, das Interpolationspolynom der Punkte P;, P;y1, ..., Piyj—1 (I viele Punkte) und

mathe3/2001-02-27 — VL vom 2000-11-22 9



Kapitel I: Ausgewéhlte numerische Verfahren

q € M;_; der Punkte P, 11, P;yo, ..., P;y;. Die Leitkoeffizienten von p und ¢ sind a;—1 (P; . . . Piyi—-1)

und a;—1(Pi41 ... Piy;). Das Polynom r € M; mit

1
(@)= ——— [(z—2)g(@) - (@ —aip)p(x)], TN
Tit] — T4 N~~~ \_\0,_./\,./
Yitl Yitl

interpoliert die Punkte P;, ..., P;4;. Der Leitkoeffizient fiir r ist
CLl(Pi . 131'-0-1)

Aus ([2.4)) folgt
1

— (=1 (Piy1 .- Piy) —ar—1(Py ... Py
Tiri — T (al 1(Pis +1) — a1 ( +1 1))

Definition 2.8 (dividierte Differenzen)

Zu den Stitzpunkten P, = (xo,y,), v =0,1,...,i heifst die Zahl [PoP; ...

ferenz der Punkte Py ... P; und ist wie folgt rekursiv definiert:

I:PI/} = Y, V= a"'ai
[Prsioo Posi] = [Py Poji]
Tytj — Ty

Bemerkung 2.9

P)] dividierte Dif-

Da die Leitkoeffizienten a,(Py...P,) und [PO . ..Pl,} der gleichen Rekursion geniigen und die

gleichen Anfangsbedingungen haben, erhalten wir

a,(Py...P,)=[P...P)]

Berechnung der dividierten Differenzen nach folgendem Schema:

To Yo = [Po]

P0P1
X1 Pl]/ \[P()Plpg]\

plp2 - [Py... Py
29 Pz]/ \[P1P2P3(

P2P3
Tn Yn = [Pn]

Beispiel
1

P0:(1>1> P1:(2,1) P2:(3a1) sz(—l,

10
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1. (LGS)
p(z) = ax®+ba®+cx+d
1 = a+b+c+d
1 = 8a+4b+2c+d
1 = 27a4+9+3c+d
1
- = —a+b—c+d
2
1, 1, 11
p(z) = i g% +48$+8
2. (Dividierte Differenzen)
Z; Yi
1 1 = [1]\[1 1}¢Q
’ \
2 1 =7 Y _[111=0
~ z_—
=
1 1 /[1’ %] = é/
-1 3 =3

Also

p(:z:):1~uo—|—0-u1—|—0-u2—|—4—18~u—3
=1+ k(z—1)(z-2)(z—3)

1.3 1,2, 11,7
= 187 T+ /Tt 3

Beispiel
Py=(1,1),Pr =(2,2),P, =(3,3), Py = (—2,2), P = (—3,3)
&%)
zo=1 yo=1=|[P] as
[PoPr] | =1 o
$1—2 y1—2—[P1] [P0P1P2]:O
— =
(PP =1 [Py .
— ~— 1/
1'2:3 y2:3:[P3] [P1P2P3]:6
~— 1/ —
[PyPy) = 1 P, .
— ~ 3/
333——12/3—1—[133\ ’[P2P3P4]:E~
(PP =1 P, .
Ty = -2 Ty = 2= [P4]\ /[P3P4P5] =0
PP =1
]

mathe3/2001-02-27 — VL vom 2000-11-29
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Kapitel I: Ausgewéhlte numerische Verfahren

Losung mit den Newtonschen Grundpolynomen:

pla)=1-ug+1-u+0-up— 75 -us — g5 - us+0-us
=1-1+1-(z-1)40-(z-1)(2-2)— % (2 —1)(z —2)(z — 3)—
— @1z -2)(z-3)(z+1)+0-us(z)
=z—g@—1)(z-2)(x—-3)(5+ (z+1))

x+6
=x— %(x —1)(z —2)(x — 3)(x +6)

Hinweis

Wenn die Stiitzstellen z, Aquidistant verteilt sind, d.h. falls x, =zg+v-h,h>0,v=1,...,n
gilt, dann koénnen die Koeffizienten fiir die Newton-Grundpolynome leichter berechnet werden,
namlich mit den ,,vorwarts genommenen Differenzen*:

PO = (XanO)au-aPn = (xruyn)

Aoyi =Y
Akyz = Ak_lyi+1 — Ak_lyi (k} Z 1)

B n 1 Ak’yo k—1
(11) pn(x):ZW %l -H(Js—xo—v-h)
k=0 ’ v=0

(Po, ..., P, sind dquidistant verteilt)

Beweis

(i) (Induktion)

Induktionsanfang: [y;| = y; = Ao(yi)

]. 2 VL vom 2000-11-29- mathe3/2001-02-27



§ 2 Interpolation und Quadratur

Induktionsschritt:
1 1 _ _
Wi+ yien] = gAY = 1y (A hyan — Ay
1 _ _
= o (P = Dl ] = BN (R = DMy - pign])
1
= g Wisr - ya] = i - Yirr-1])
_ [yi+1 . ~-yk] - [yi . ~-yi+l~c—1]
Tit1 — X4
(i)
pn(z) = Z[yo Y] - un(z)
k=0
i 1 Ak Yo
= e k(' ) ug(x)
k=0
— 1 Ak(yo) =~
= g =)
k=0 i=0
1 AR Y .
= E k(' )-H(sc—xo—z-h) O
k=0 i=0

mathe3/2001-02-27 — VL vom 2000-11-29 13



Kapitel I: Ausgewéhlte numerische Verfahren

§3 Quadratur mit Hilfe von Interpolation

Bei der Quadratur mit Hilfe von Interpolation geht es darum, N&herungswerte fiir bestimmte
Integrale zu berechnen.

Einfache Methode: Anwendung der Summendefinition von Riemann.

Gegeben sei die Zerlegung: a = zg < 11 < -+ < Ty = b.

b m
I(f) :== / f(z)da ~ Zf(zl,) (2, — xp_1) mit z, € [z,_1,2,]

Wahl der Punkte z, Mittelpunkt- oder Rechteck-Regel: z, = %(x,, +x,1)
Trapez-Regel: Statt f(z,) nimmt man 3(f(z,) + f(2,-1))

PN

Spezialfall der Zerlegung ist die Aquidistante Zerlegung:

bh—
x,=a+v-h, h= a’ v=0,....m
m

Summierte Mittelpunktregel:

m

1)~ 2205 fla+ 2ty (31)

v=1

Summierte Trapezregel:

z(f)Nb“<@+if(a+yh)+@> (3.2)

m

(B ist eine offene Formel (d.h. f(a) und f(b) werden nicht beachtet). (B2) ist eine geschlossene
Formel (d.h. f(a) und f(b) werden beachtet).

Beispiel )

f(m):—le_l a=-1,b=1 égﬁgg f(z)

-1 1

].4 VL vom 2000-12-01- mathe3/2001-02-27
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83 Quadratur mit Hilfe von Interpolation

A Quadratur und Interpolation

Um eine Néherung von I(f) zu erhalten, wihlen wir m+1 verschiedene Stiitzstellen z,, € [a,b],v =
0,1,...,m.

Das Interpolationspolynom p(z) fir f und z, hat die Gestalt:

p(x) =Y f(0) - Lu(x)

v=0

und somit durch Integration von p erhalten wir eine Ndherung von f: fx)da.

Es gilt
b m
[ s =Y, fa0) + Ru(1) (3.3)
a v=0
mit
b
a, = / Iy (z)dz, R,.(f) — Restglied .
B3) heifit interpolatorische Quadraturformel, die a, heifen Gewichte.
Es gilt:
R,.(q) =0 fiir alle ¢ € T1,,, .

(Klar, weil ¢ = p. ¢q,p € II,,, und stimmen an m + 1 Stellen iiberein, dann gilt p = ¢.)

Die Betrachtungen sollen von [a,b] auf [—1, 1] iibertragen werden (normiert werden). Dazu ver-
wenden wir die (affind) Transformation

z(t)

xr =

(b—a)-t+ (at b))t =

—a

(22— (a+ 1)) (m’(t) _b - ")

| =

t=-1lnz=at=1n~xz=5b [a,b] — [-1,1]

Die Knoten z,, € [a,b] werden transformiert zu den Knoten ¢, € [—1,1]. Es seien a,, die transfor-
mierten Gewichte, d.h.

1
i = / L ()t
—1

Satz 3.1
Es gilt:

* Die bezeichnete Funktion ist unméglich die, die er nebenan angemalt hat. Habe ich da was falsch abgeschrieben?
Ich habe als Formel fiir die gezeichnete Funktion jetzt mal z2 4+ 1 genommen. . . -tv

* eine affine Transformation muss nicht, wie eine lineare, durch den Nullpunkt gehen

mathe3/2001-02-27 — VL vom 2000-12-01 ]. 5



Kapitel I: Ausgewéhlte numerische Verfahren

i) 1) =1 (52 2o —a+0)

b—a __

(i) a, = ca,, v=0,...,n.

Beweis

(i)
-z ? ~

L) = [ —2 b(@) = L)

o v — Ty
pn=0
pFEY

Beide sind Polynome vom Grad < m. Fiir x = z,:

t(xz,) =1t,
L(t(xn) = L(ty) = Sup
——
ty Kronecker-Symbol
L(zu) =0up -

Somit stimmen [, () und [, (£(z)) in z iiberein, also

) = e =T, (o o= a0

t(x)
(i)
b b
a,,:/a lu(m)dx;/(l L(t(z))dx =
[ Tty wou= [ Lot =100
Beispiel

Stiitzstellen tg = —1,t1 = 0,t2 =1
(t)=5 -t (t-1)

L(t)=—(—-1)(t+1)
L(t) =tt+1) =1l(-1)
b(—t) = 3(=t) (=t + 1) = +5t(t — 1) = lo()

Hieraus folgt:

1

ao :/ st(t—1)dt =1
~1

ay = %
1 1 -1 -1

ag = / L(t)dt = / L= / / —1)dz dt = —dz,—dz =dt
-1 -1 =

:—/1_1l0(z)dz:/_111(z)dz:/_110(t)dt:ao
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83 Quadratur mit Hilfe von Interpolation

Somit gilt:

[ ottt =5 (al-1) +4-9(0) + 9(1) + Rato)
b

/abf(x)dt: — (f(a) +4f (a;b) +f(b)) )

und

Ra(g) = Ra(f) =0

fiir alle Polynome vom Grad 2.

Beispiel
g(t) =t
1 2
—(1+1)=~=
3( +1) 3
/1 2 = lt?’ ‘ ! N |
-1 3 —1 1 1

Wiéhlt man m + 1 dquidistante Stiitzstellen

b—a

z,=x9+v-h,v=0,...,m; h= ,
m

Hinweis:

dann erhélt man die ,,summierte Simpson-Regel“ oder auch die ,summierte Keplersche Fafiregel*

/abf(x)dmwgl +22f<x"1+x”)+2fxl,+f) h=

b—a

Aufgabe:
1 1
to=—1,t1 =——,ta = -, t3=1
0 5 U1 37 2 37 3
/\/\/\
_ 1 1 ' .3
1 -1 0 5 1 Die 2-Regel
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Kapitel I: Ausgewéhlte numerische Verfahren

84 Bernstein-Polynome und Bezier-Darstellung eines Po-
lynoms

l=1"=(@+(1-2)"=)

v=0
1 1

bun

<n):z:”~(1x)””, neN’ 0<v<n

14

[allg. Form: (n+b)" =3Y""_, ()a"b" "]

v

Definition 4.1
Die Funktionen

by = (Z) 2 (1—z)""

heifen Bernstein-Polynome vom Grad n,n € N°,0 < v <n.

[Hinweis: (}) = l.(+_'k).]
Furn=2:
1
boo
b12
bo2
1

Satz 4.2

Sein e N. Fir0<v<mn gilt

(1) by, hat eine v-fache Nullstelle in 0

(2) by hat eine n — v-fache Nullstelle in 1

(3) bun ist echt positiv in (0,1) und hat ein lokales Mazimum in (0,1) im Punkt Z.

(4) Die Polynome b,,,,v =0,...,n sind linear unabhdngig, bilden somit eine Basis von II,,.
Beweis

Beispiel: p(x) = (z + 1)%(x — 2)%: —1 ist dreifache, 2 ist zweifache Nullstelle

(1) und

(2) sind offensichtlich
(3) bun >0 fiir x € (0,1) folgt sofort aus der Definition

—n(1—¢)n~! v=0
bl (t) = nt"! v=n
et -ty —nt) :0<v<n

Fiir v = 0 ist by, monoton fallend (weil b,, < 0), also in ¢ = 0 Maximum. Ahnlich hat by, in
t = 1 ein Maximum.
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§4 Bernstein-Polynome und Bezier-Darstellung eines Polynoms

Fir0O<v<ngltd, (t)=0firt=0,t =1und v — nt =0. Da b,,(t) > 0,t € (0,1) ist
bun(0) = byn(1) = 0. Somit hat b,,, in 0 und 1 ein Minimum und in ¢ = 2 ein Maximum.

(4) Es gilt b,y (t) hat die Gestalt g(t) - ¢ mit ¢(0) = (7) # 0. Gegeben Y.I'_ay - byn(t) = 0.
a-qo-t' o gt o g P g 1"

Firt=0~ay=0n~a1=a=---=a, =0 O
14 bog b33

b13 ba3
0 1 2 1

3 3

A Niitzliche Eigenschaften der Bernstein-Polynome

Satz 4.3

(1) > byn(t) =1 fiir alle t und n € N°
v=0

(2) Z % “byn(t) =t fiir allet und n € N
v=0

Beweis

(1) Klar: 1 =1" = (zt(1 —x))" = > bun
(2) Firn > 1 und v > 1 gilt:

v =T e = ()

Somit gilt
§ — § _ v 1 _ n—v
v=0 byn (t) v=0 n (V>t ( t)

v=1
_ tzn: (n — 1>ty_1(1 _)m-D=-1) g nz_:lbm_l
periUa =0
=t 05 (7 )= =t
= ¢, unter Verwendung von (1) fir n —1 O
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Kapitel I: Ausgewéhlte numerische Verfahren

B Differentation der Bernstein-Polynome

Fir b, = (Z) [t A=) = (n =) (1 — )]

Pon = (n )t”—l(l Ll G R T § LSS
v

:n'bu—ln—l_n'byn—l

= n(bufl n—1 — bV nfl)

Setze by := 0 (Nullpolynom) fiir I < 0 oder [ > k, dann gilt einheitlich fiir 0 < v < n,n € N%

Satz 4.4

p(k) ()

vn

|
—
3
\
<
S~—
7
=
=
N
S
N———
S
1
Ead
+
AN
3
|
ol
—
N

wobei by g1y n—r =0, wenn v —k+p <0 oderv—k+pu>n-—k.

Beweis
Durch Iteration der Ableitungsbildung zuvor.

Definition 4.5
(i) Ist p € I1,,, dann heifit

p(@) = By byn()
v=0

die Bezier-Darstellung von p . Die Koeffizienten (3, heiffen Bezier-Koeffizienten fiir
p.

(i) Die Punkte (5%);1/ =0,...,n heiffen Bezier-Punkte.

(iti) Das Bezier-Polygon ist die Funktion, die man duch geradliniges Verbinden der Bezier-
Punkte erhdlt.

Da bg,(0) = 1 = byy (1), liegen im Allgemeinen nur ( 500) und ( ;n) auf dem Graphen des Polynoms
p.
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§4 Bernstein-Polynome und Bezier-Darstellung eines Polynoms

Aufgabe 1: p(t) =4t — 3t

P =Po-boz + f1-biz+ B2 - baz + B3 - bas
bO:O7Bl :_17ﬂ2:_27ﬁ3:1

1+ /
0 I
1

W= -
W1

Definition 4.6

K CR"™ heifit konvex, wenn fir alle z,y € K z(X) := (1 — XN)x + Ay fir alle A € [0,1] auch zu k
gehort.

konvex nicht konvex

2000-12-13

Nachtrag:

1. Ist p(x) ein Polynom auf [a,b] Null, mit a < b, dann ist p = 0 (Nullpolynom).

Beweis
« ist Nullstelle von p, dann gilt:

p(z) = (z — a)p'(x)

p ist Polynom, somit gilt: Grad(p) =mn,n € N.
Es seien 21 < x2 < -+ < Zp41 Zahlen aus [a,b]. Es gilt:

plx)=(r—x1)(x —22)...(x —xTpy1) - p' = Grad(p) > n+1 Widerspruch

= Somit ist p’ das Nullpolynom und somit auch p(x). O

2. bon,bin, - - -, bny sind linear unabhéngig. Gegeben:

zn:ai . bzn =0
=0

Z.z.: alle a; =0
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Kapitel I: Ausgewéhlte numerische Verfahren

bon = 1 + at-x 4+ 2%2.% + + "
bin, = xbox 4+ 2%k + + "
bon = 2%+ + z"
bnn = AL
(* steht fiir einen beliebigen Faktor)
0 = aObOn + albln +---+ anbnn
= ao-14(ag-*+ar-¥)zt +(ag-*x+ap-*x+ag-%)z? + ...
= ap=0 a; =0 as =10 a, =0
= alle a; =0
3.
b (t) = n(by—1n-1(t) = bun—1(t))
on(®) = n(b_1n-1(t) —bon-1(t))
—_———
=0
b)) = n(bn—1n-1(t) = ban-1(1))
=0
: k
O = a2 =k D (B b
pn=0

Dreiecke sind konvexe Mengen.

Lo

Z1
)

Jeden Punkt x des Dreiecks Ay 5,4, kann man als Konvexkombination der Eckpunkte zg, 1, 22
darstellen, d.h.

rg = )\01’0+>\1$1 +)\2£C2, A ZO, Z)\Z =0
i=0
x = Axa+(1-X)-z 0<A<1
= pxo+(1—p) z, O<p<l
= x = dxo+ (1= (pnzo+ (1 — pxq)

= Arg+ (1= MNpzo+ (1= AN (1 —p)a
1 = A4+p—=—2dp+1- —p+ Iy

Definition 4.7 (konvexe Hiille)
Gegeben seien xg, . .., Ty, € R™. Die konvexe Hiille (dieser Punkte) ist die Menge

conv (g, ..., Tm) = {x € Rz = Z)\i STy A > O’Z)‘i =1}
=0

22
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§4 Bernstein-Polynome und Bezier-Darstellung eines Polynoms

Beispiel

T2

x4 tragt nichts zur konvexen Hiille bei, d.h.

conv(xg, ..., xq) = conv(zg,...,Ts3)
Aufgabe
conv(xg, ..., Tm) ist konvexe Menge.

Fiir ein Polynom p in seiner Bezier- Darstellung, d.h.

n
p= sz/ “bun
v=0

t
p(t)

(p(tt)) 22 (% é@iﬁ%)

kann man fiir ¢ € [0, 1] den Punkt < > € R? angeben. Es gilt:

Z by n(t) - (ﬁi) ... By...sind Bezierpunkte

Da by n(t) > 0 und 357 by n(t) = 1.

Satz 4.8
Fir t € [0,1] st (pft)> (ein Punkt des Graphen von p) Konvexkombination der Bezierpunkte

(BE) mitv=20,...,n.

A conv(Bo - - . B1)

DN
sl -
s

(D.h. das Polynom verlduft innerhalb der konvexen Hiille der Bezierpunkte.)
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Kapitel I: Ausgewéhlte numerische Verfahren

Satz 4.9
Fir die Bezierdarstellung p = ZZ:O By by, n eines Polynoms p € 11, gilt die Differentiationsformel:
n—k
PPt = nn-1)n-2)...(n—k+1)-> AFB, b, n_k(t)
pP0O) = nn—1)n-2)...(n—k+1)-A*By - b n_i(t)
——
=1
pPA) = nn-Dn-2)...(n—k+1)-A*3,_,

AF steht fiir ,vorwértsgenommene Differenz*

Beweis
durch vollsténdige Induktion

Bemerkung 4.10

Wegen
p(t) = V:g u VV(!O )
_ in(n—l)yl (n—k+1) LAY Byt
v=0 :
p(t) = ZO (Z) AYB, -t

2000-12-15

C Algorithmus von de Casteljau

t) = Zﬁu 'bl/n

p(to) =7 :
Es gilt:
bOV(t) (1 =1)bon-1(t)
(t) (l—t) Vn_l(t)+t-by_1n_1(t) (0<v<n)

p = Bobon + Brbi1 4 -+ - + Brbpn
z. B. ﬁ%l)

——
p=[Bo- (L =t)+B1-t]-bon-1(t) + [B1(1 —1) + But] + - + [Bu—1(1 — 1) + but]bp—1n-1(¢)
Definiert man nun (die von ¢ abhéngigen) Koeflizienten BY durch
B =B, (1=t)+fypr-t  v=0,...n—1,
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§4 Bernstein-Polynome und Bezier-Darstellung eines Polynoms

dann gilt
n—1
p(t) = Z 551) “byn—1(t) .
v=0

Durch Iteration erhilt man dann ﬁén) (=p(t)).

Satz 4.11
Ein Polynom in der Bezier-Darstellung

p= Zﬁu “bun
v=0

lasst sich an der Stelle t auswerten (berechnen) mit Hilfe der Rekursion

ﬁl(,o):zﬂ,, v=01,...,n
B = (1—t)- gD 4 ¢ g v=0,1,....n—k
Es gilt:

p)=8""  k=1,....n

Schema der de Casteljau-Rekursion

Bo=00—___
1 0 0
g =1 -0 +t- 5

b= g e
L"::::::::>.,//,///// —
5n; SLO)

Beispiel
Man werte das Polynom p mit den Bezier-Koeffizienten by = 0,81 = —1,082 = —2,83 = 1 an der
Stelle t = 1 aus.

4
O\
%_i)_‘_(_l) (%):_%‘ 1 5y .1 8 2
—1\3 1 r__ﬁ:;)-ﬁr(—z) A . oo
(D-3+02 =0 1) i+ a="% 1% =~
e (D 4+ d=-B=TF
=2 §+13=-37
—
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Kapitel I: Ausgewéhlte numerische Verfahren

D Geometrische Deutung des de Casteljau-Algorithmus

Gegebeben seien die Bezier-Koeffizienten (g, 01, ...,0,. Daraus folgen die Knotenpunkte des
Bezier-Polygons:

(Oa60)7 (%7B1)7 (%7ﬁ2)7 R (%aﬁn) .
Sei ¢ € [0,1]. Wir wissen

B = (=) B B
Seien

1 t
p= (- L Y
n

n n
g =1 =080 +¢-69, (=6).

Beispiel zur grafischen Auswertung

8y
(1)
2
(3) éO)
o =p(t)
ﬁéo)
| | |
T ; '
3 3 1
Verfahren: Zur Bestimmung von 6,(,1), v=0,...,n—1 bestimmen wir zunéchst die z,, (nach obiger

Formel). Das kann auch grafisch erfolgen. Am obigen Beispiel mit n =3 und ¢t = i fiir xq:

t =

N

+ Wl
-4 Wi
wlw

* Das Bild verwendet vorgegebene B,EO), n = 3 sowie t = % Bei den Beschriftungen der Punkte im Bild wurde nur

die eigentlich interessante y-Koordinate angegeben (namlich eben ﬁ,(,k))

26
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§4 Bernstein-Polynome und Bezier-Darstellung eines Polynoms

Zeichne eine Gerade von 1 auf der oberen durch 1 auf der unteren z-Achse (1) und verbinde deren
Schnittpunkt mit der y-Achse mit ¢ auf der oberen z-Achse (2). Der Schnittpunkt der zweiten
1

Gerade mit der unteren z-Achse ist zg = - -t. z, =20+ 2 fir L <v <n.

Mit Hilfe der z, kann man nun die ﬂ,(,l) bestimmen: Diese sind die y-Koordinaten des Bezier-
Polynoms durch ﬂ(()o), e »57(1(21 an den Stellen zq,...,2,_1.

Dieses Verfahren iteriert man nun: Anhand des Bezier-Polynoms durch die B,Sl) bestimmt man

(2 usw. B(()n) beendet die Rekursion und stellt den Wert des Bezier-Polynoms an der Stelle ¢ dar.

Nachweis der Korrektheit

Yop——mmmm—mmmmmmmm——— g

|
|
|
Yo+—-—————= |
| |
| |
P [ [
| t } 1—t—A
13'0 x* l"l1
Y1 — Yo
gzzyl—yozi(x—xo)
r1 — o

¥ =x9+1t- (z1 — x0)

Yy i=yg+1t-(y1 — Zo)
Zu zeigen: y* liegt auf ¢:
Y1 — Yo
T1 — Zo
t-(y1—yo) =tly1 —y) = (2",y") €y

Yo +t(y1 —Yo) —yo = (x +t(x1 — x0) — x0)
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Kapitel I: Ausgewéhlte numerische Verfahren

§5 Stiickweise polynomiale Funktionen

2000-12-20

Funktionen, die stiickweise aus Polynomen zusammengesetzt sind, spielen in der Numerik eine
grofle Rolle. Wir betrachten eine Funktion s, die auf R definiert ist und auf den Intervallen
v,v + 1,v € Z jeweils ein Polynom p, vom Grad m ist.

/\_/L i,N/ahtstelle“

v o ou+4+1 -3 -2 1 2
—\_, /

Mittels der Variablentransformation ¢ — ¢ + v kann jedes p, fiir t € [v,v + 1) dargestellt werden
als

t) ZZMV'me(t—V)~
pn=0

Jedes pv hat die Bezierkoeffizienten Bo,, G1u, - - ., Bmu-

Es gilt:
DPv— 1 Hzoﬂuu lb,um(V_T‘i‘l)
= ﬁmufl
D)= B by~ )
0
= ﬁOV

Somit ist s an der Stelle v stetig genau dann, wenn gilt:

Allgemein:

pI W)y =m(m—1) o (m—k+1) AR s
PP =m-(m—1)- - (m—k+1)-AFBy,

Also ist S r-mal differenzierbar in v genau dann, wenn
APBm_pv—1=ABy, fir alle p=0,1,...,7

Satz 5.1
Eine stiickweise polynomial zusammengesetzte Funktion s mit

S Byt bum(t+1) :te[-1,0)
. ZT:O /B/JO : b,um(t) 1t e [0, ]_)
s() = Yoo Bur bum(t—1)  :te[1,2)

ist r-mal stetig differenzierbar auf R genau dann, wenn

Apﬂm—py—l :Apﬂ()y, p:(),l,...,r,z/EZ
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Hinweis
Von praktischem Interesse sind s mit ,kompaktem Trager, d.h. es gilt:

vo, 1 € Lyvg < 1 x ¢ vy, 1] = s(x) =0

Beispiel
Seien m := 3, s definiert durch

b33(t) :t€10,1)
bos(t — 1)+ 2b13(t — 1) +4 - bog(t — 1) +4bss(t —1) :t€[1,2)
s:=194-bo3(t —2)+4-bi3(t —2) +2b23(t —2) + bs3a2(t —2) :t€]2,3)
bo3(t — 3) 1t e3,4)
[0,4)

— 2mal stetig differenzierbar

Fiurt = 2:

—> 2mal stetig differenzierbar
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Fir ¢ = 3:

D2 N

P3 N

Fiir ¢ = 0 analog.

o Ho>
Si

— 2mal stetig differenzierbar

= 2mal stetig differenzierbar

Also ist die gesamte Funktion zweimal stetig differenzierbar.

30
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Kapitel IT

Wahrscheinlichkeitsrechnung

§1 Abzihlmethoden

A  Fundamentales Abzahlprinzip

Kann ein Vorgang auf ny verschiedene Arten ausgefithrt werden, danach ein weiterer auf ny ver-
schiedene Arten, dem folgend ein dritter auf nz verschiedene Moglichkeiten und so weiter, dann
gibt es ny - ng - m3 - ... verschiedene Mdglichkeiten fiir die Ausfiihrung des Gesamtvorgangs.

Definition 1.1

Gegeben sei eine Menge M mit n vielen Elementen und r < n. Eine r-Permutation (von M)
ist eine Anordnung von r-vielen Elementen aus M. (Mathematisch: eine 1 — 14 Punktion von
{1,...,7} in M).

Fiir |M|-Permutation] von M sage nur Permutation von M.

Beispiele

M ={a,b,c,d}

i) bdca 4-Permutation = Permutation
ii) bad 3-Permutation

iii) ad 2-Permutation

iv) ¢ 1-Permutation

Mit P(n,r) bezeichnen wir die Anzahl der r-Permutationen von n Objekten.
Satz 1.2

Pn,ry=n-(n—1)-(n—2)----- (n—r+1)

*ohne Wiederholung
Tgesamte Menge
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Beweis
FADP. = 5 =71(7)

“(n r

Korollar 1.3

P(n,n) =n!

Definition 1.4
Permutationen von Objekten, die nicht alle verschieden sind heiffen Permutationen mit Wie-
derholungen.

Beispiele
EBER, REBE

Satz 1.5
Die Anzahl der Permutationen von n Objekten, von denen jeny, je na, je ns, ..., je n, viele gleich
sind, ist gleich:

Beispiele
4 rote, 3 weifle, 1 blaue Fahne

8!

TR T

Definition 1.6

Das Entnehmen von Elementen aus einer Menge (von verschiedenen Elementen) heif$t geordnete
Stichprobe.

Entnehmen wir r viele Elemente, dann sprechen wir von einer geordneten Stichprobe vom
Umfang r.

Dabei gibt es 2 Moglichkeiten:

(i) Ziehung mit Zuricklegen
(i) Ziehung ohne Zuricklegen

Satz 1.7
(Z) mn-Mm-=mMm-+--"MN=mn

(i) P(n,r)

r

Beispiele
3 Karten aus 52 Karten

i) 523 = 140608
ii) 525150 = 132600

*Fundamentales Abzahlprinzip
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(@a+b)" = 2 )= 2 B, ar - a5

ey
,LLZO(Z)&”-b"‘”(a1+a2+~--+a,. ni+ns+---+n.=nni,na,...,n,=0,1,....n

10 . . 7
(573,2’2) = nicht definiert (27372> =210

Definition 1.8

Es seien n unterscheidbare Objekte gegeben. Jede Auswahl von r Objekten heifit r- Kombinatorik
(Bei der Auswahl kommt es nicht auf die Rethenfolge an).

Die Anzahl der r-Kombinationen von n Objekten soll mit C(n,r) bezeichnet werden.

Jede r-Kombination einer Menge M mit |M| = n entspricht bijektiv einer r-elementigen Teilmenge
von M.

Satz 1.9
n
C(n,r) =
(n,r) <T>
Beweis
(Induktion iiber n)
IA: n=r ) =1

C(r,r
IV: C(n,7) = (V)

IB: C(n+1,r)= ("1
M={1,2,...,n,n+1}

Es gilt [M\ {n+1} und (Tfl) viele r — 1-elementige Teilmengen. Ist X C M, |X| = r, dann
gibt es 2 Moglichkeiten n+1€ X undn+1¢ X.

Wennn+1¢ X, dann X C M\ {n+ 1}.

Wenn n+ 1 € X, dann ist X \ {n + 1} GM\{nJrl} ist [ X\ {n+1}=r—1

Somit ist C(n+1,7) = (") + (.",) = (")

T

Beispiele
3 Manner aus 7, 2 Frauen aus 5

C(7,3)-C(5,2) = @ - (Z) 3510 = 350

Definition 1.10
Gegeben sei eine Menge M mit |M| = n. FEine geordnete Partition wvon M in Teilmengen

der Mdchtigkeit ny,na, ..., ng (mit Z _,n; =n) ist eine Folge von Mengen (A1, Aa, ..., A;) mit
|A;| =n; und | JA; = M (A Na; =0,i# j).

n
=X
n1=0

nye=0

3
HM;‘
o

n n
> 0 > (n1yn2, .. ne =nA
n3z=0
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Beispiele
M| =7
2,3,2= ({17 2}a {37 47 5}a {67 7})
—— ——
2 3 2
Satz 1.11
M enthalte n Elemente. Es seien ni,ns,...,n, Zahlen mit ny +ng + ...+ n, = n. Dann gibt es
W’n, viele geordnete Partitionen von M, der Form (Aq,..., A;) mit |A;] =n;i=1,...,r.
Beweis
Es gibt fir A; (:1) viele Moglichkeiten, fiir Ay gibt es (”;;Ll) Moglichkeiten usw.. Nach FAbR.
gilt:
Insgesamt gibt es
n n—n n—ni—n n—ni—n T n o
- — Ny —ng B B> R Rl (7 B N L
() () () () e
_ n! (n—mnq)! (n—mny—...—np_1)!
S ongl-(n—n1) nal-(n—ni—no)! T nl(n—ng—...—n,)!
—_———

n!

nilng!. .. n,10!

Beispiele

i M=1{1,2,...,7}

7!
oz — 210
ii. 9 Geschenke, 4 Kinder. Das jiingste Kind erhalt 3, alle anderen 2 Geschenke.
9!
31221 000

iii. Verschiedene Moglichkeiten des Kartengebens beim Skat:

32! 32\ /22\ [12\ /2
= ~2.75-10"
2110!10!10! (10) <10> (10) <2) ’

ungeordnete Partition n,nq,n9,...,n,., >, n; =n| geordnet (A1,...,A)  (1,2) #(2,1)
ungeordnet {A4;,..., A} {1,2} ={2,1}

Anzahl der Partitionen die jeweils gleiche Anzahl an Elementen kommt zu geordneter Partition
unter den Bruchstrich.

20!
(20 ., 44,552 )=
~~ NGNS 4141515121 21 2!
n Elemente 2% 2% S—

—_—— geordnet 2x4 2x5
——

in Partitionen zu je
ungeordnet
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Ereignisbaume Beispiele

§1 Abzdhlmethoden

i. Man bestimme die Produktmenge A x B x C mit A = {1,2}, B = {a,b,c},C = {3,4}.
3

1la3

lad

1b3

o1b4

1c3

1c4

2a3

2a4

2b3

2b4

2c3

2c4

ii. 2 Spieler absolvieren eine Folge von Spielen. In jedem Spiel gibt es einen Gewinner. Folge ist
beendet, wenn einer zweimal hintereinander oder einer dreimal insgesamt gewinnt.
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iii. Spieler spielt Roulette, fingt mit 1 Chip an er kann pro Spiel 1 verlieren/gewinnen spielt bis

er 3 gewonnen, alles verloren oder 5-mal gespielt hat.
4
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§ 2 Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung

§ 2 Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung

A Modell der Wahrscheinlichkeitsrechnung

Stichprobenraum ,5¢ Menge aller moglichen Ergebnisse

Stichprobenpunkt ,x € S¢ Element aus Stichprobenraum S (kurz Stichprobe)
Ereignis ,FF C S¢ Teilmenge des Stichprobenraums S

Elementarereignis ,{a}* {a},a € S

() unmogliches Ereignis

S sicheres Ereignis

Verkniipfung von Ereignissen

(i) ABCS=AUBCS

(il) ABCS=ANBCS

(ili) A, BCS=A°=A=S\ACS

Definition 2.1
Zwei Ereignisse A und B schliessen sich gegenseitig aus, wenn AN B = (.

Beispiele

i) ,Das Wiirfeln“

S=1{1,...,6} A:=Es erscheint eine gerade Zahl {2,4,6}
B := ungerade Zahl {1,3,5}
C' := Primzahl {2,3,5}

ii) ,,Das Miinze werfen“ S = {w, z}, w= Wappen, z= Zahl.
»Dreimal Miinze werfen“ S = {wzz, zwz, ...}

iii) Anzahl der Miinze-Werfen, bis z erscheint.
S =1{1,2,3,...,00}

oo bedeutet das z nie erscheint. 2001-01-17

iv) In einem Quadrat wird ein Ball geworfen. Die Stichprobenpunkte sind die Punkte des Qua-
drats.
—BILD— S ist abzéahlbar

Hier kann man nur noch mittels der Ereignisse arbeiten.

B Axiome der Wahrscheinlichkeitstheorie

Gegeben sei S ein Stichprobenraum, &, die Klasse aller Ereignisse und P : £ — R eine Funkti-
on. P heifit Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber S und P(A) Wahrscheinlichkeitkeit des
Ereignisses A € £, wenn folgende Axiome erfiillt sind:

[P1] VA € E(0 < P(A) < 1)
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[P2] P(S) =1
[Ps] A,B€& AUB=0= P(AUB) = P(A) + P(B)
[Pi] A1, As,... €& A;NA; =0(i # j) Dann gilt P(J) = 3 P(A;)

i>0 i>0

Hinweis
Aus [] folgt nicht M und umgekehrt. Ist S endlich, dann ist Ml bedeutungslos.

Satz 2.2
1) P(G)=0

2) P(AC) = P(A) = 1 — P(A)

3) AC B = P(A) C P(B)

4) P(A\ B) = P(A) — P(AN B)

5) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

Beweis

zul) ACE. Dann gilt ANQ = 0. NachBt P(AU0) = P(A)+P(®) ~P0)=0
—_——
P(A)
212) 1= P(S) = P(AUAC) = P(A) + P(AC) ~ P(AC) = 1 — P(A)

zu 3) Aus a C B folgt B = AU B\ A. Daraus folgt P(B) = P(A)+ P(B\), weil AN (B\ 4) = 0.
Aus[ll P(A) C P(B)

zud) A=(A\B)U(ANB). P(A) = P(A\ B) + P(AN B)

zu 5) —BILD—
P(AUB)=P(A\B)+ P(B)=P(A)— P(ANnB)+ P(B)

Korollar 2.3
A B, Ceé&.

P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+ P(ANBNC(C)

Beweis
zweimal Anwenden von [2] [3]

C Endliche Wahrscheinlichkeitsraume

Es sei S eine endliche Menge, z.B. S = {a1,...,a,}. Wir halten einen Wahrscheinlichkeitsraum,
wenn jedem a; € S eine Zahl p; (die Wahrscheinlichkeit von a;) zuordnen, so daf

(i)o<p; <1
(ii) lei:l
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Fiir A C S gilt P(A):= > p;. Fir {a;} gilt P({a;}) = p;-
a; €A

Beispiel

1. 3 Miinzen werfen:
S-Anzahl der Zahlen, die oben liegen
S =1{0,1,2,3}
Po = %37]91 = %7]92 = %7173 = %
A - wenigstens eine Zahl liegt oben P(A) = %
B - nur Zahlen oder Wappen P(B) =

2. 3 Pferde A, B, C"
A gewinnt doppelt soviele Rennen wie B.

B gewinnt doppelt soviele Rennen wie C.
P(A) = %,P(B) = %P(C) = %

1
1

D Laplace-Experiment (Laplace-Raum)

Ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum, in dem jedes Elementereignis, die gleiche Wahrscheinlich-
keit hat, heift Laplace-Raum. Ist S = {ay,...,a,} ~ P(a;) = *
——

pra

P({a:})
Beispiel

1. Eine Karte von 52 (ohne Joker):
A-Karo, B-Bild
PA) =8 =1 PB)=2, PANB)=3.

2. 12 Gliithbirnen, davon 4 Defekte. Auswahl 2 Glithbirnen:

A: beide defekt: P(A) = -

i1
B: beide in Ordnung: P(B) = 33
C: wenigsten eine in Ordnung: P(C) = 13

zu A: (122) aller 2er Teilmengen

—
)
—

alle 2er Teilmengen, die defekt sind

2)—-() _

3. n-Personen haben an verschiedenen Tagen Geburtstag:

P() = 205364363 (365041 fiiy py > 23 ist P < L, d.h. Wahrscheinlichkeit grofer, daf 2 am

gleichen Tag, als alle unterschiedlich.
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4. Auf dem Zahlenstrahl 2 Striche a, b zwischen —2 und 3:
Wie P(a —b > 3),a € [-2,0),b € [0,3]. —BILD—
—noch-ein-BILD—
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§3 Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Unabhangigkeit

Sei S ein Stichprobenraum, £ die Ereignisse, P : £ — [0, 1] die Wahrscheinlichkeitsverteilung. Sei
E € & mit P(E) > 0 gegeben. Sei A € £. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit von A unter der
Hypothese E7 Man definiert:

P(ANE)

PUAIB) = =5

Sei S ein Laplace-Raum (S ist endlich und alle Elementarereignisse haben die gleiche Wahrschein-
lichkeit).

|A] := die Anzahl der Elemente in A
P(ANE ANE
PAIE) = |A(P(§f A
N
P(ANE) = ||S|
E
P(E) = Gl

F heifit reduzierter Raum.

Satz 3.1
Sei S ein Laplace-Raum, E, A beliebige Ereignisse mit P(E) > 0. dann gilt

Anzahl der Elemente von ANFE

P(AlE) =
(AlE) Anzahl der Elemente von E
_ Anzahl der Méglichkeiten von AN E
N Anzahl der Méglichkeiten von E
Beispiel

Es werden 2 Wiirfel geworfen. Bestimme unter der Hypothese, dafl die Augenzahl 6 ist, die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl bei einem Wiirfel die 2 oben liegt.

S = {(n,m):1<n,m<6,n liegt bei Wiirfel 1 oben und m liegt bei Wiirfel 2 oben}
E = {6 ist die Augensumme} = {(1,5), (2,4),(3,3),(4,2),(5,1)}
A = {2 liegt bei einem Wiirfel oben}
ANE = {(2,4),(4,2)}
[ANE] 2
P(ANE) = ==

A Multiplikationssatz
Man multipliziert P(A|E) mit P(E): P(ANE) = P(E)- P(A|E) = P(ENA).

Satz 3.2
Seien E und A Ereignisse, so gilt

P(ANE) = P(E) - P(A|E)

41
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Korollar 3.3
Seien Ai, ..., A, Ereignisse, dann gilt

P(A1 NN Ay) = P(A1) - P(As]Ay) - P(A3| A1 N Ag) -+ P(An]Ay 0N Ap_y)

Beweis
(durch Induktion) Anfang:

(’I’L:2) P(Al ﬂAg)ZP(Al)P(A2|A1)

Induktionsschritt:
P(AiNn---NA,) = P{(AiN---NA,_1)NA,)
= P(AIN---NA,1) - P(AJA1N---NA,_1)
= P(A;) - P(A3]A)) - P(A3|A1NAs) - P(Ay|A1N---NA,_)
Beispiel

Eine Warensendung von 12 Stiick enthélt 4 defekte. 3 Stiick werden nacheinander zuféllig ent-
nommen. A = {alle defekt}.
Losung: A, A, A3 Ereignisse, A; = {i-te Stiick ist nicht defekt}.

P(AiNA3NAs) = P(A) - P(As]Ar) - P(As)41 N As)
8
P(A;) = B
7
P(Az|Ar) = 11
6
P(A3|A1NAs) = 10
2 7 3 14
P(AiNAsNA3) = ST

B Zufallsprozesse und Ereignisse

Definition 3.4
Eine Folge von Experimenten, von denen jedes eine endliche Anzahl von zufdlligen Realisationen
bestitzt, nennt man endlichen Zufallsprozefs.

Beispiel
Wir haben 3 Kartons mit folgendem Inhalt:

Karton I: 6 ganze und 4 defekte Gliithbirnen
Karton II: 5 ganze und 1 defekte Glithbirnen
Karton III: 5 ganze und 3 defekte Glithbirnen

Wir bestimmen einen Karton zuféllig und daraus nehmen wir dann eine Glithbirne. Wie hoch ist
die Wahrscheinlichkeit, daf3 die Glithbirne defekt ist?

Wir haben eine Folge von 2 Experimenten:

1. Kartonauswahl (zuféllig)
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2. Zufallsauswahl einer Gliithbirne

Der Prozef} ist mit einem Ereignisbaum beschreibbar:
4 .1.4

T/D.B.E
I

W=

W=
=

W=
k{)
W=
ool

Nach dem Multiplikationssatz ist die Wahrscheinlichkeit l&ngs jedes Pfades des Baumes gleich dem
Produkt der dazu gehorenden Wahrscheinlichkeiten.

Losung: Wir haben 3 sich gegenseitig ausschlieBende Méglichkeiten eine defekte Glithbirne auszu-

wéhlen: die Summe % + % + % = % ergibt die gesuchte Wahrscheinlichkeit.

C Partitionen und Bayes’sche Regel

Sei S ein Stichprobenraum und Aq, ..., A, eine Partition von S, d.h. A; N A; # 0:
S=A,U---UA,

Sei B ein beliebiges Ereignis:

B = SNB=(A,U---UA,)NB
= (A1NB)U---U(A,NB)
= P(B) = P(ANB)+--+PA,NB)und (4;NB)N(4;NB)=0 (i#}j)

somit gilt
P(B) = P(A1) - P(B|A1) + -+ + P(4,) - P(B|Ay)

Wir betrachten die bedingte Wahrscheinlichkeit

P(A;|B) = P(AinB) _ P(4;) - P(B|Ai)
0 P(B) P(A)-P(B|AY) -+ P(A,) - P(BJA,)
Satz 3.5
Seien Aq, ..., A, Partitionen von S und B ein beliebiges FEreignis. Dann gilt die Bayes’sche
Regel.
Beispiel

Die Glithbirnenproduktion ist in einer Fabrik auf 3 Maschinen A, B und C zu 50%, 30% und 20%
verteilt. Die einzelnen Maschinen arbeiten mit einem Ausschuflanteil von 3%, 4% und 5%.
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1. Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, dafl eine Gliihbirne aus der Produktion defekt ist?
0,03 D

/

P(X) P(A) - P(X|A) + P(B) - P(X|B) + P(C) - P(X|C)

= 0.5-0.0340.9-0.04+0.2-0.05 = 0.037

2. Bestimme unter der Annahme, dafl eine defekte Gliithbirne ausgewahlt wurde, die Wahr-
scheinlichkeit, dafl diese von Maschine A hergestellt wurde.
P(A)- P(X]A) 0.5-0.03
P(X) - 0.037

P(AIX) = mit Bayes’scher Regel

Ein Ereignis B heift unabhéngig von A, wenn P(B) = P(B|A) gilt.
P(B) = P40B)

P(A)
P(A) - P(B) = P(AN B)

Definition 3.6
A und B heiffen unabhdngig, wenn

P(ANB) = P(A)- P(B)

gilt.

Beispiel

3 maliges Miinzewerfen:

A :={1. Wurf ist z}

B :={2. Wurf ist z}

C := { genau 2-mal hintereinander z}

A, B unabhéingig

P(A) = P(B) = 3
P(A)-P(B)=1=P(ANB)

P(C) =

P(A)-P(C) = ¢

P(ANC) =33 =%

A, C' unabhéngig
P(B)-P(C)=BnNC ={wzz, zzw}
1.1 _1

2°4278
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Definition 3.7
Drei Ereignisse A, B,C heiffen unabhdngig, wenn

(i) paarweise unabhdngig und
(it) PLANBNC) = P(A)- P(B)-P(C)

47 [d:
S = {2-maliges Miinzewerfen}
A ={1l. Miinze z} = {zz, zw}
B ={2. Miinze z} = {zz,wz}
C = {genau einmal z} = {zw,wz}
Dann gilt P(A) = P(B) = P(C) =
P(ANB)=1 P(ANC)=% P(BNC)=
PANBNC)=10
0

1
1

Definition 3.8

Es sei S ein Wahrscheinlichkeitsraum. Unter dem n-fachen unabhdngigen Produkt von S (n-
fachen unabhangigen Wiederholung von S) versteht man den Wahrscheinlichkeitsraum T, der aus
allen n-Tupeln von Elementen aus S besteht mit P((S1,S2,...,5,)) = P(S1) - P(S3) -+ P(S,).

Beispiel

1. P(A) =1, P(B) =

2
Man berechne:

(i) P(A|B) = § = F4o8)

(i) P(BJA) =1 =P(A) = ngg)fﬂ — _

(iii) P(AUB) = L = P(A) + P(B) — 24NE)
(iv) P(A°|BY) =3

(v) P(BY|AY) =2

2. Eine Urne mit 3 roten und 7 weiflen Kugeln. Eine Kugel wird gezogen und danach eine
Kugel (mit der anderen Farbe) in die Urne gelegt. Dann wird wieder eine Kugel gezogen.

(i) P, daB die 2. Kugel rot ist.

(ii) P, beide Kugel sind weifl, wenn bekannt ist, dal beide Kugeln die gleiche Farbe haben.
{r,r}

{r,w}
() {w,r}

{w,w}
i.o 6 28 __ 17
Zul: 155 t 700 = 50
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Zu ii: P(AQE),E = {ww, rr
P(E)

ANE = {ww}
P(AﬂE):% 7
P(E)={% T 8
3. S ={m,mu,w,wu}
E={m,w}
ANE = {w}
i
u
P(ANE) _ 60
P(E) — 40-4+60
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§4 Zufallsvariable

(S,Q, P), S#£0, QCp(S), P:Q—R

Definition 4.1
Fine Funktion

X:S—-R mit X *([a,b]) €
heifst Zufallsvariable.

Hinweis

1. Ist S abzdhlbar, dann ist jede Funktion X : S — IR eine Zufallsvariable.
2. Sind X,Y Zufallsvariablen: S — R mit £ € R, dann sind

(X +Y)(s) := X(s) + Y(s)
(X +k)(s):=X(s)+ k&
(k- X)(s) == k- X(s)
(X -Y)(s) := X(s) - Y(s)
ebenfalls Zufallsvariablen.
3.
P(X=a):=P({s€S:X(s)=a})
Pla<X<b):=P({seS:a<X(s) <b})
P(X <a):=P{seS:X <a})
P(X=a,Y=0)=P({se€S:X(s)=anY(s)=0})
Pla<X<bc<Y<d):=P{seS:a<X(s) <bAc<Y(s)<d})

Definition 4.2 (Verteilung von X)
FEs sei X eine Zufallsvariable von (S, P) und X(S) = {x1,...,xn} endlich. Die Funktion

f:X(S)—R mit f(z;) = P(X = ;)
heifst Verteilung von X auf R.
Ist X(S) endlich, dann kann f als Tabelle dargestellt werden:

T To . Ty

flxy) | flae) | ... | flan)
Klar: f(z;) >0, >0, fz;) =1

Definition 4.3 (Erwartungswert)
Es seien X und f wie in[4.9 Dann heifst die Zahl

§ Z; xz

Erwartungswert von X (oder auch Mittelwert von X ) und wird mit E(X) oder ux bezeich-
net. (Wenn X klar ist, schreibt man auch E bzw. p.)
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Beispiele

1. Wurf mit zwei homogenen Wiirfeln

S={(1,1),...,(6,6)}
X ((a, b)) :== max(a,b)
X(S)=1{1,2,...,6}

Fiir die Verteilung f ergibt sich:

f)=P(X =1)=P({s eS| X(5)=1}) =P{(1,1)})
f2) = P({(1,2),(2,1),(2,2)})
f(3) = P((1,3),(2,3),(3,3),(3,2), 3, )})
f4)
f(5)
f(6)
Z; 1123 ]4]5 |6
f(z:) 3_16 % 3% % % :1’>_t13

_ 1 3 11 _ 161 .
EX)=1-&+2- 2 +...46-i =10 ~ 447
4,47

1 2 3 4 5 6

Fir die Augensumme sehen Verteilung und Erwartungswert anders aus:

Y ((a,b)) :==a+b, Y(S)=1{2,3,...,12}

Yo 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12
4 4
9w) || 55 | 36 | 35 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 3
E(Y)=1

2. (Aus der Spieltheorie) Wurf eines Wiirfels. Mit einer Primzahl gewinnt der Spieler einen
Betrag in Hohe der Augensumme (+), ansonsten muss er den Betrag zahlen (—).

v [2[3[5]-1]-4]-6
f@) | s|s]s|ls | 5|53
1
E=--<0
6

Viel Spaf8 beim Spielen.

3. Aus einer Kiste mit insgesamt 12 Gegenstédnden, von denen 3 defekt sind, werden 3 gezogen.

X(S) ={0,1,2,3}

(Anzahl der defekten gezogenen Objekte)

Z; 0 1 2 3
RS 6 S R R R
! (132) 220 (132) 220 (12) 220 (142) 220
E =0,75

48
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Satz 4.4
Es seien X, Y Zufallsvariablen und k € R. Dann gilt:

(i) E(k-X) =k - B(X)
(ii) E(X +k)=E(X)+k
(iii) B(X +Y) = BE(X) + E(Y)

Korollar 4.5
E(Xo+ -+ Xp)=E(X1)+ -+ E(Xk)

Definition 4.6
Es seien X und f wie in Definition[{.2

n

(i) Var(X) := Y (x; — px)* - f(@:)

i=1

§4 Zufallsvariable

wobei px der Mittelwert von X ist. Var(X) nennt man die Varianz von X.

(ii) Die Standardabweichung von X, geschrieben o, ist die Zahl

ox =/ Var(X)

Satz 4.7

Beweis

Var(X) = Z(l'z — piz)? - f ()
— Z(gsf — 2wy + p2) - f(20)
= (@) fla) =2y wif (i) +u3 - ) flwi)

—] —
Ha 1

= B(X?) =242 + 11

= E(X?) - B(X)?

Beispiel

Aus dem Wiirfelexperiment aus dem Beispiel [l auf der vorherigen Seite wiederholen wir noch

einmal die Verteilung:

Y T2 134576
1 3 5 7 9 11
S@i) || 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 3
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und berechnen nun Varianz und Standardabweichung:

w447 siehe oben
E(X?)=1* £ +2°- 2 4+...+6°- 1L =Dl 2197
E(X)? = (4,47)% ~ 19,98
Var(z) ~ 1,99

O’X%174

Fiir Y aus dem gleichen Beispiel gilt Var(Y) = 5,8, 0y = 2,4.

Satz 4.8
Es sei X eine Zufallsvariable und k € R.

(i) Var(X + k) = Var(X)
(ii) Var(k- X) = k% - Var(X)

(m) OX+k =0z, Ok.X = |]€| c Oy
Bemerkung 4.9

Es sei X eine Zufallsvariable mit dem Mittelwert p und der Standardabweichung o > 0. Die
Zufallsvariable

heifst standardisierte Zufallsvariable von X.

Es gilt:

E(X*)=0 und Var(X™*) =1

o B0 =B (XY = B - ) = L (B) - ax) -
0
~ Var(X)

T Var(X) 1

% X*,U,X 1 1
e Var(X™*) = Var <T> = ?Var(X —pux) = pVar(X)

A Verbundene Verteilungen
Es seien X,Y Zufallsvariablen definiert auf S mit X(S) = {x1,...,2,} und Y(S) = {y1,...,Ym}-
Der Produktraum ist

X)) xY(S)={(zi,yj) | :1<i<n,1<j<m}
P((zi,yi)) =P (X =uz;,Y =)

Die Funktion
h(zi,y;) = P((2i,y5))

heifit verbundene Verteilung von X und Y.

Dazu folgende T: abellefd

*War hier nicht was falsch?
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Y
Y1 Yo Ym by
Z1 h(zq1,y1) har,y2) - h(@ym) | 25y e, yy) = f(21)
x 2 h(z2,y1) hza,y2) - @2, ym) | f(z2)
o h(zn,11) B(nyg) o (@ ym) | f(on)
S h(wiy) =g()  gy2) o 9(ym)
1<i<n
15j<m

f ist die Verteilung von X, g ist die Verteilung von Y.

f und g heilen Randverteilungen von h. Diese sind die Verteilungen von X und Y.

Definition 4.10
Sind X, Y Zufallsvariablen mit den Mittelwerten px und py und der Verbundenen Verteilung h,
dann heift die Zahl Cov(X,Y) Kovarianz von X und Y und ist definiert als

Cov(X,Y) = Z(x — ix )y — py (i, ;)

= E((x —px)(y — MY))
Es gilt:
Cov(X,Y) = Z%yih(fﬂnyi) — XMy
= E](X Y) = pxpy

Definition 4.11
Die Korrelation von X und Y ist definiert als

Cov(X,Y)

p(X,Y) =
ox 0y

Es gilt:
(i) p(X,Y) = p(Y, X)

(i) ~1<p<1
(if)) p(X,X) =1, p(X,—X) = —1
(iv) p(aX +b,cY +d) = p(X,Y)

Beispiel (Wiirfelbeispiel auf Seite [48ZufallsvariableTtem.109)
X ((a,b)) := max(a, b) Y((a,b)) :=a+b
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Y
5 6 7 8 9 10 11 12 | X

[ IS IO SUR OO
cocoo o o gl
co o o g o|lw
oo Oogm g ok

B(X-Y) =Y ai-y; hlxiy;) ~ 34,2
2]
Cov(X,)Y)=E(X " Y)—puxpuy ~2,9
ox — 174,0'}/ = 2,4

2,9

X, Y)= =~
p(X,Y) 1424 0,86
Beispiel
Es seien X, Y, X', Y’ Zufallsvariablen mit folgenden verbundenen Verteilungen:
Y Y’
4 10| X 4 10| X
11 1
i 1|2 L, L]0 53
X 3 1 1 1 X 3 1 0 1
4 4 2 2 2
11 1
X3 3 |3 3

B(X-Y)=1-4-4+41-10-;+3-4-243.10- ;=14
EX'-Y)=11
px = pxr =2 py = pyr =17
Cov(X,Y)=E(X-Y) —uxpy =0
Cov(X")Y')=11-14= -3
Hinweis
Die Verallgemeinerung von zwei Zufallsvariablen auf n viele ist méglich, d. h. gegeben X1, X, ..., X,:

X1(S) = {a},.... 2,
X;(9) = {x’l,,xzi}

h((zf,27,....2})) =P (X1 =X, Xo=2a7,..., Xpn =2

G20 " Vg i1 in
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§4 Zufallsvariable

Definition 4.12
Es seien X,Y,...,Z (sic!) Zufallsvariablen definiert auf dem gleichen Stichprobenraum Diese
Zufallsvariablen heiffen unabhdngig, wenn fir beliebige x;,y;, ..., 2z gilt:

P(X:.’ﬂi,Y:yj,...,Z:Zk):h(xi,yi,...,Zk)
=PX=ux;)-PY =y) - P(Z=2z)

Beispiel

Y
2 3 4 by
11006 0,15 0,09 0,3
21014 0,3 021 0,7
1020 05 0,3

X

X und Y sind in diesem Beispiel unabhangig, da da alle sechs Zahlen im Mittelteil der Tabelle
(d.h. alle h(z;,y;)) gleich dem Produkt der jeweiligen beiden Randsummen sind.

2001-02-14

Satz 4.13
Es seien X und Y unabhdngige Zufallsvariablen. Dann gilt:

i. B(X-Y)=EX)-E®Y)
ii. Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y)
iii. Cov(X,Y) =0
w. Kann auf endlich viele verallgemeinert werden, d.h. X1,..., X, unabhdngig

Var(X; +---+ X,,) = Var(X;) + - - - + Var(X,,)

Definition 4.14
Es seien X,Y Zufallsvariablen definiert auf dem gleichen Raum S. Y heifit Funktion von X,
wenn

fiir eine Funktion ® : R — R und alle s € S gilt.

Y = k-X

Yy = X2

Y = X+K

Y (X + K)?
Satz 4.15

Es seien X,Y, Z Zufallsvariablen tber S.
1. Gilt Y = ®(X), dann gilt E(Y) = ®(z;) - f(x;) wobei f die Verteilung von X ist.

2. GiltY = ®(X,Z), dann gilt EY) = 5 ®(x;, ;) - h(zi,25), h ist die gebundene Verteilung
von X und Z.

Verallgemeinerung
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Eine Zufallsvariable X heifit diskret, wenn X (S) abzé&hlbar ist.

X(S) = {x1,29,...,2,}
X(8) = AzpUf{z2tu--U{z,}
PX(S) = P{z})+P{a2}) +- -+ P({zn})

= P(z1)+ P(z2) + -+ P(zy)
1

Man kann alle Werte, z.B. E(X), Verteilung, Var(X), o(X) analog definieren; diese brauchen aber
nicht zu existieren.

Beispiel
2114|8116
1] 1 1
2 | 4|8 |16

E(X)=2-3+4-74+8-£+16- 1%
= E(X) existiert nicht, geht gegen co.

B Allgemeine Theorie der Zufallsvariablen
X :(5,9Q,P) — R mit X~ 1([a,b]) € Q, Q C P(S) heifit Zufallsvariable.

Definition 4.16 (Verteilungsfunktion)
Die Funktion F definiert als

F:R—R mit F(a):=P(X <a)

heifst Verteilungsfunktion von X.

Beispiel
X(S) = {xlv e ;xn}7 F(a’) = inga f(xl)
T; 21121 4
1 R
14 —
B ——)
ht
%t
u o °
7T °
3 2 1 2 3 4
Satz 4.17

Ist F' Verteilungsfunktion von X, dann gilt
i limg o F(X) =0
ii. lim, 0o F(X) =1
iti. F ist (schwach) monoton wachsend

w. F ist rechtsseitig stetig
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§4 Zufallsvariable

Definition 4.18

Es sei X eine Zufallsvariable, F' die Verteilungsfunktion von X . Gibt es eine integrierbare Funktion
fR—R mit:

Flz) :/x fO)dt, z€R
dann heifst f Dichte von X. (Hat X eine Dichte, dann heiffit X stetig.)
i f(xz) =0
i. [g f()dt =1
ii. B(X) = [gz- f(z)dx
w. Var(X) = [i(z — p)?f(x)dx

Beispiel
Es sei X die stetige Zufallsvariable mit der Dichte

f(x){%x’ 0<x<2

0, sonst
i. Skizze:
ii.
Pl<z<15) = F(1.5) - F(1)
1.5
= [t
1
1,15
- i,
15
4 4
_ 5
16

iii. Skizziere F:

0: <0
F(z) = Jof: 0<z<2
1: x>2
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. 1 2
iv.
E(X)/Rmf(:r)da:/;% 2dr =
v,
B(X?% = /RxQ - f(z)dx = /02 — . adr =2
Var(X) = BE(X?)—p?=2- %6 _ g

Satz 4.19 (Cebysev’sche Ungleichung)

Es sei X eine Zufallsvariable mit dem Mittelwert u und der Standardabweichung o. Dann gilt fir
e>0:

[\~]

g
PIX —plze)< %

Satz 4.20 (Das Gesetz der grofien Zahlen)
Es seien X1, Xa, ... eine Folge von unabhdngigen Zufallsvariablen identisch verteilt mit dem Mit-
telwert p und der Varianz 0. Ferner sei

B X1+ + X,
" n
(5n heifit Stichprobenmittel)

Dann gilt: Ve > 0:  limg o0 P(|3, — u| > ¢) = 0.
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Symbole
Iy,
wx (Mittelwert), [47]
p (Korrelation), 511
o, (Standardabweichung),
I, (Lagrange-Grundpolynome), [0l

A

Abzahlprinzip, Fundamentales, [31]
aquidistant, [12]
dquidistante

Zerlegung, [14]
algebraische Interpolation,
Algorithmus

de Casteljau, 24]

B

Bernstein-Polynome, [I§]

Differentation,
Bezier-

Darstellung,

Koeffizienten, 20]

Polygon,

Punkte,

C
C(n,r), B3]
Casteljau, de, Algorithmus, 24]
Cebysev-Polynome, [
Cebysev’sche Ungleichung,
Clenshaw-Algorithmus, [4]
conv (konvexe Hiille),
Cov (Kovarianz), [51]

D

de Casteljau, Algorithmus von,
Determinante

Vandermonde, [7]
Dichte, [53]
Differenzen

dividierte, [10

vorwéarts genommene,
diskret,
dividierte Differenzen,
Division mit Rest, 2]

o7

E
Elementarereignis, [37]
Ereignis, B7]

unabhingiges, 44]
n-faches Produkt,
Verkniipfung, 31
Ereignisbaum,
Erwartungswert, 47|
E(X) (Erwartungswert), A7

F
FADP, [31]
Fafiregel, summierte Keplersche, 17
Fundamentales Abzahlprinzip, 31]
Funktion, (3]
Funktionen
stiickweise polynomial,

G

geordnete Partition, B3]
geordnete Stichprobe,
Gesetz der grofien Zahlen,
Gewichte,
Grundpolynome

Lagrange,

Newton, [§

H
Hornersches Schema,
Hiille
konvexe, 221

I
Interpolation, [14]
algebraische,
interpolatorische Quadraturformel,

K

Keplersche Faflregel

summierte, [I7]
Knoten,
Kombinatorik, [33]
kompakter Tréager,
konvex, 21]
konvexe Hiille, 22]
Korrelation, [51]
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Kovarianz, [51]

L
Lagrange-Grundpolynome,
Laplace-Raum,
Leitkoeffizienten,

M
Mittelpunktregel, [14]

Summierte, [I4]
Mittelwert, 47l

N
Newton-Grundpolynome, [8
P
P(n,r), B
Partition

geordnete, B3]

ungeordnet, [34]
Permutation, [37]

mit Wiederholungen, [32]
Polygon

Bezier-, 20
Polynome

Bernstein-, [I8]
polynomial

stiickweise Funktionen, 28]

Q
Quadratur
mit Interpolation, [14]
Quadraturformel
interpolatorische,

R
Randverteilung, [51]
Rechteckregel, [I4]
Riemann

Summendefinition, [T4]

S

Schema

Hornersches,
Simpson-Regel, summierte, [I7]
Standardabweichung,
standardisierte Zufallsvariable, [50]
Stichprobe, [37]

geordnete,
Stichprobenpunkt, [37]
Stichprobenraum, [37]
stiickweise polynomiale Funktionen,
Stiitzstellen, [6]
Stiiztwerte,
Summendefinition von Riemann, [I4]

o8

Summierte Mittelpunktregel, [[4]
summierte Simpson-Regel, 7]
Summierte Trapezregel, [14]

T
Trager, kompakter,
Transformation
affine,

Trapezregel, [14]
Summierte, [14]

U
unabhéingig
Zufallsvariablen, (3]
ungeordnete Partition, [34]
Ungleichung
Cebysevsche,

v
Vandermonde-Determinante, [7]
Var(X),
Varianz,
verbundene Verteilung,
Verkniipfung

von Ereignissen, [37]
Verteilung, [47]

verbundene,
Verteilungsfunktion, [54]
vorwéarts genommene Differenzen,

W
Wahrscheinlichkeit

Axiome der Theorie, [37]
Raume

LaplaceLaplace-Raum,
Raume

endliche, [3§]
Verteilung P, 37

X
X* (standardisierte Zufallsvariable), [50]

Z
Zerlegung
aquidistante, [I4]
Zufallsvariable, [47]
standardisierte,
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